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LIMITE ET CONTINUITE

Limite d’une fonction Py
R
Soit f une fonction numérique a variable réelle. a et £ sont deux réels. \_/

. ) NETSCHOOLI1
° chm}zf(x):[@‘ds>0, Ja>0 tel que si xeDyet|x—al<a alors |[f(x)-{|<e ACADEMY

° ,lciiI,llf(x)=+°°©VA>0’ Ja>0 tel que si xe Dy et |x—al<a alors f(x)>A

) )lcil,T,llf(X):_OO@VA>0' Ja>0 tel quesi xeDyet|x—al<aalors f(x)<-A
° xgglmf(x):!©V£>O, dB>0 tel que si xeDy et x>B alors |f(x)-¢|<e¢

° xgrpwf(x):€©V£>O, dB>0 tel quesi xeDyetx<-Balors|f(x)-/ll<e

° xlirP fx) =400 VA>0,3B>0 tel que si xeDyetx>B alors f(x)> A
—+00

thP f(x)=-c0o© VA>0,3B>0 tel quesi xeDyetx>Balors f(x)<-A
—+00

L
Théoreme Limites de fonctions trigonométriques

e Si une fonction f admet une limite alors cette limite est unique.

e Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I:
Si hxronf: ¢ alors xh—»nxlo Vx) =Vl (xo fini ou infini)

* Si lixmfz +oo alors nhn; v/ f(x) = +oo (xp fint ou infini)
0 — X0

Opérations sur les limites

xo désigne un nombre réel ou +oo ou —co ; ¢ et ¢' désignent des réels.

xlinxlf(x) l £#0| 0 | oo | O | 400 | =00 | +00 #0 #0
— X0
xlir&l g(x) 0 0 0| 0| oco| 400 | —00| —00 +00 —00
— X0
xlin)‘cl (f(x)+ g(x) o+ /0 l 0 | c0o| o0 | +o0 | —oo | FlI +00 —00
— X0
xlin} f(x).g(x) 0.0 0 0 | FI'|Fl]| 400 | +00 | —00 | too (signe ¢) | too (signe ¢)
—X0
lim Ji&) ﬁ(!';ﬁO) 00 FI|oo| 0 | oo 00 00 0 0
x—x g(x) 4
e | T | En Yo
l 1] VI4
+00 +00 +00
—00 +00 +00

Limite et ordre
f est une fonction, xo désigne un nombre réel ou +oo ou —oo ; £ et ¢’ désignent des réels et I désigne un intervalle ouvert de centre
Xp st xp € R si non intervalle de type ]a, +oo[ ou | —oo, bl.

Théoréme 1

Théoréme 2

|| fest positive sur| [ g&x) = f(x) sur un voisinage de xo )
‘{ lim f()=¢ el =0 St { lim f()=¢,CeRet lim gn)='er alors £ =f
—00 m




Théoréme 3

Si{ lim g(x) = lim h(x)=¢
X— X0 X— X0
lim f(x)=¢

X— X0

g(x) < f(x) < h(x), sur un voisinage de xo

Théoréme 4

|f(x)—¢| < g(x) sur un voisinage de x

alors St { lim g(x) =0 alors
X— Xo
lim f(x)=2¢.

X—Xo

Théoréme 5

S'il existe une fonction g vérifiant : {

alors }LH)}Of(x) = —00

fx)<g(x) sur I
lim g(x) =—o0
X— X0

gx) < f(x) sur I

S'il existe une fonction g vérifiant : { lim g(x) = +0o
X— X0

alors lim f(x) =+o0
X— X0

Limite d'une fonction monotone

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un in-
tervalle de type [a, bl (fini ou infini).

e Si f est croissante et majorée
alors elle admet une limite finie
enb.

e Si f est croissante et non ma-
jorée alors f tend vers +oo en
b.

e Si f est décroissante et minorée
alors elle admet une limite finie
enb.

e Si f est décroissante et non mi-
norée alors f tend vers —oco en b

| Limite d'une fonction composée

Théoréme 1

Xo , b et A désigne des réels ou +oo
ou —oo.
AR W=h
limg(x)=A21
x—b

alors lim gof(x) =1
X— X0

lim f(x)=b,(beIR)
Si H=i

g est continue en b
lim gof(x) = g(b)
X— X0

alors

Théoréme 2

Branches infinies

\.

Limite
li(gnf:ioo ou limf = +o0
a*
llgolf:b ou 1_1golfzb,bel}12
lim(f(x) - (ax+b))=0
+oo

Interprétation
La droite D: x =a est asymptote a €

La droite D:y=b est asymptote a €

La droite D:y=ax+b est asymptote & ¢

J

Etude d’'une branche infinie

Dans le cas oli lim f(x) = +o0.
X—+00

Soit f une fonction telle que xliI-P f(x) = £00 et € sa courbe représentative
—+00

dans un repeére (O, i,])
Dans ce qui suit le procédé quil faut suivre pour déterminer la branche infinie au
voisinage de +oo.

X
* Si xlirp & =00, alors la courbe €y admet une branche infinie de direction
==l

asymptotique celle de <O,7) au voisinage de +oo.

lim M

x—+oo x

asymptotique celle de (0,7) au voisinage de +oo.

* Si

=0, alors la courbe ‘gf admet une branche infinie de direction

X
* St lim % =a avec (a #0), alors deux cas peuvent se présenter :

X—+00
v Si xlirP f(x)—ax=Db avec (beR) alors la droite déquation y=ax+b
—+00
est une asymptote a la courbe € au voisinage de +oo.

v Si xlirpwf(x) —ax = too alors la courbe ’ﬁf admet une direction asymp-

totique celle de la droite déquation y = ax au voisinage de +oo.

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de type ]a, +ool.

%/\e*
. . N . 1 . R o 1 \
xErPoof(x) existe, signifie que )}Lr{)l+f (;) existe et dans ce cas, on a: xl_lgloof(x) = )}LI{]l+f (;) ~ "

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de type ] —oo, al.

1 1
l iste, signifi lim f () existe et d ,ona: i = 1im £ (=)
xl@oof(x) existe, signifie que xLI})]_f p existe et dans ce cas, on a x_l)l}loof(x) xLI%)l_f <
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Continuité

Continuité d’une fonction composée Théoréme 2 : (Théoréme des valeurs intermédiaires)

St f est continue en x, et g est continue en f (xo) alors Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux
go f est continue en Xxp. réels de I.

[ est continue sur un intervalle I Pour tout réel A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins
Si ¢ g est continue sur un intervalle J un réel xo € [a,b] tel que f(xp) = A.

pour tout x de T on a: f(x)e]

Si de plus f est strictement monotone alors xp est unique.
alors go f est continue sur I.

corollaire

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b]
L'image d'un intervalle par une fonction continue est un telle que f(a).f(b) <0. Il existe au moins un réel xg €]a, b[ tel
intervalle. que f(x) =0.

| r
\

Théoréme 1

Théoréme 4

Théoréme 3

Toute fonction continue et ne s'annule pas sur un intervalle I L'image d'un intervalle fermé borné [a, b] par une fonc-
alors elle garde un signe contant sur I. tion continue est un intervalle fermé borné [m, M|

Image d'un intervalle par une fonction monotone

Théoréme

L'image d’un intervalle I par une fonction continue et monotone sur I est un intervalle de méme nature.

Intervalle I | Si f est croissante sur I | Si f est décroissante sur [

I=1(a,D] (D =1f(@,[ D) F(=1fD), f@]
T=1[a,bl FD=Tf@, lim f0l F =1 i £, fla]
I=la,+ool | fD=If@, lim fGl FD=T_lim_f(), fa)

I=]a,bl | f()=]lim f(x), im f(x)[ | f() =] lim f(x), lim f(x)[
x—at x—b x—b x—at
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