Section : informatique matiére : mathématiques session principale Juin 2019
Exercice 1 :

1) lim f(x) = lim In(1+x*) =+ car lim(1+x’)=+% et lim In(x) =+
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ln(l+—2J

= lim 21n(x)+ X =0
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Donc (C) admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de +ow

2) a) Pourtoutréel x=>0; f'(x)= 2X2
l+x
2 2 2 2
b) Pour tout réel xZU;f"(x):2(1+x) 22i£(2x):2+2x - -ilx _2ad X)
A+x ) (1+x) A+x7)

c) Pour tout réel x20 on a : f(x)=0 sig 2(1-x*)=0 sig 1-x*=0 sig x=1.

X 0 1 +oo
Signe de f”(x) + 0o -

f” s’annule en 1 enchangeantde signe donc I(1,In 2)est un point d’inflexion de (C).
3) a) Latangente a (C) au point | a pour équation : T:y=f'(1)(x—1)+f(l) donc T:y=1(x—-1)+In2

doncT:y=x-1+In2

b)M(x,y)(0,))"T éq{ == e’q{ =il d’ou K(1-In2,0) est le point d’intersection de
y=x—1+In2 x=1-—1n2 ’

T et I'axe des abscisses.

; x=0 i 0 G e i .
M(x,y)€(0,))NT eq[y % —14In2 eq{y - 14 lnzd ou E(0,-1+In2) est le point d’intersection

de T et I’axe des ordonnées.
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4)

a) le triangle OHE est rectangle en O donc L =

OExOK _(1-=In2)[n2-1] (1-In2y’
2 2 2

b) Pour tout x €[0,1], 0<x*<x donc 0<1+x’<1+x

D’ou In(1+x*)<In(1+x) (car lafonction In est croissante)

X _x+1—1_x+1_ 1 1 1

c) Pour tout réel x>0, = = =
1+x 1+x I+x 1+x 1+x

d) Onpose u(x)=In(l+x)  ul(x)=——

1+x
vix)=1 v(x)=x
Donc |, In(1+x) dx =[x1n(1+x)];—j011 X dx =1n2—j0‘(1—1#) dx
+X +X

1
=ln2—[x—ln(1+x)]o
=2In2-1
e) La courbe C étant au dessus de T sur I'intervalle[O,l]
donc S= [ In(l+x*)~ (x~1+1n2) dx
D’autre part : pour tout x [0,1]
In(1+x*)<In(1+x) donc In(1+x*)—(x—1+In2)<In(l+x)—(x—-1+In2)
or les fonctions x> In(1+x*)—(x—1+In2) et x> In(1+x)—(x—1+1n2) sont continues sur
[0.1]donc [ In(1+x*)~(x~1+1n2) dx < [ In(l+x)~ (x~1+In2)dx

1
donc SS_[Olln(l+x) dx—[%xz—x+xln2}

0

d’ou S£(21n2—1)—(5—1+1n2)et par suite SSan—%



On remarque graphiquement que L <Sdonc

_ 2
A=In2y gcpmo-L
2 2

Exercice 2 :

1) a) detvd=of TF O J-2a2 2|41 f|=ae0)r202-2)+ 09
=40-8a+8=-4a+8
b) M, n’est pasinversible si dét(M_)=0 c'est-a-dire poura =2
2)
X 4 2 2 2)(x 4 2x+2y+2z=4 |X+y+z=2
3) Cly|=|4léq 4 4 0| y|=|-4|éqi4x—-4y=—4 ¢éqix+y=1
z —4 I 1 —-1){z —4 Xx+y—-z=-4 X+y—z=-
D’apres (1)-(2) on obtient z=1 et d’apres (2)-(3) on obtient z=5 ce qui est impossible Donc S =
4) a)

N

-2 2 231 1 2 =2x142x1+2x2  -2x1+2x0+2x1 (-2)x2+2x2+2x0
AxB=|4 -4 0|1 0 2|=|4x1+(-4)x1+0x2 4x1+(-4)x0+0x1 4x2+(-4)x2+0x0
1 1 -1){2 1 0 Ix1+1xI+(-Dx2 Ix1+1x0+(-Dxl Ix2+1x2+(-1)x0
4 0
=0 4 =4I
0 0
LI
4 4 2
1 . 4 1 1 1
b) AxB=4I donc Ax—B=Ietparsuite A~ =—B=|— 0 —
4 4 4 2
1y
2 4

N

4 X
c)Ay —4quxAy—Ax—4eqy:%B—4
-4 z -4

1 1 1 1 1 1
- — = —X4+—X(—4)+—X(—4) dou S ,={(-2,-1,1
Oy ) 2 ’ _2 w =1 )}
é =l— 0 —|x|-4]¢ =| —x44+0x(-4)+—x(-4) |=| -1
qa4y|=|7 5 ) aQy|=| 7 (=4 +7x(=4) 1
z - z
1 1 1 1
- = 0 —x4+—x(-4)+0x(—4
2 4 2 4 = )

Exercice 3 :

1) a) Pour n=0, 0<u,=1<1 vrai
Soit n >0 supposons que 0<u, <1 et montronsque 0<u, A <1.
Ona0<u,<ldoncl<l+u, <2dou ISMSJE etparsuitel—léﬁ—léxﬁ—l d’ou
0<u_, <2-1<1

Conclusion : Pour tout entier natureln: 0<u_ <1



b) Pour tout entier natureln: u_,—u, =,/I+u, —1-u, :\/1+un (1—\/l+un)
Ona:u, >0 donc Mm d'ou 1-,/l1+u, <Oetparsuiteu <u,

Ainsi la suite (u, ) est décroissante.

c) (un) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel [ € [0,1]
Ona:u_, =f(u,) avecf(x)=v1+x-1

(u,) converge vers [ €[0,1]

f est continue sur [—1,+OO[ et en particulier en /

donc [ est solution de I'équation f(I) =1
f)=léq~1+/—-1=1 éq1+l=1+1 éq~ +1 —~ +1 = éql+[/=1éq 1+1=0éq/=0

2) a) Pour tout entier natureln, v, ., =In(1+u,,,)= ln(,/1+un ) = %ln(1+un) = %vn

1
Donc (Vn) est géométrique de raison 5 et de premier terme v, =In(1+u,)=In2b) Pour tout

n
entier natureln, v = (EJ In2="">-

In2

Vhogqu, =e? —1

Onav,=In(1+u,) éq 1+u,=e

Exercice 4 :

1) a) (2-2i) =4-4-8i=-8i
b) A=(2+8i) +60-40i=-8i=(2-2i)
2+8i-2+2i C2+8i42-21
2

donc z'= 50 et z" 2+3i

S ={51,2+3i}

2) a) (z5-7,)(2c — 2y ) =(-3-3)(-2-2i) = 6+6i+ 6~ 6 = 12i
b) (zB —zA)(ﬁ) est imaginaire pur donc les vecteurs AB et AC sont orthogonauxpar suite
le triangle ABC est rectangle en A.

3) a) (zy —ZA)(H) =(x—2-3i)(-dy—-2+3i)=(-2x -3y +13) +i(—xy +3x +2y)

b) Les points A ,M et N sont deux a deux distincts donc (-2x-3y+13)+i(-xy+3x+2y) #0 Deuxieme
méthode :
Supposons qu'’il existe un couple de réels (x, y) tel que

(—2x—3y+13)+i(—xy+3x+2y):0

Ox-3y+13=0  |y=3=2%
q 3

(—2x -3y +13)+i(—xy +3x +2y) =0-éq{
3x+y2-x)=0 (**)

é
—xy+3x+2y=0

13-2x

L’équation (**) devient3x (2 x) 0 ouencore 2x* —8x+26 =0 qui a pour discriminant

A <0, donc x n’existe pas.
Conclusion : (—2x —3y+13)+i(—xy+3x+2y)#0

c) AMN est rectangle en A si et seulement si (ZM —zA)(zN —ZA) est imaginaire pur



ce qui équivauta —2x—-3y+13=0 (ona: —xy+3x+2y#0d'aprésb))
4) a) Le triangle ABC est rectangle en A donc pour x=-1 et y=5 le couple (-1,5) est une solution de (E).

b)Ona 2x+3y=13éq2x+3y=2x(-1)+3x5 éq 2(x+1)=3(5-y) (*)

donc 2 divise 3(5—y)or 2A3=1 donc d’apres le lemme de Gauss, 2 divise (5— y)
donc 5—-y=2k ; ke Zd'ou y=5-2k.

D’apres (*) on a 2(x+1)= 3(2k) sig x=3k-1 ;keZ

Réciproquement, pour (x,y)=(-1+3k , 5-2k) on a 2(-1+3k)+3(5-2k) =13
Donc S,. ={(-1+3k , 5-2k); avec k € Z}.

Ou bien directement : comme (-1,5) est une solution particuliére de (E) alors I’ensemble des solutions
de (E) est : S, 2{(—3k—1 . 5+2k) avec keZ}

c) AMN est rectangle en A si et seulement si 2x +3y =13 éq (x,y)=(-1+3k,5-2k); (ke Z)

sideplus 4<x<4 alors —4<-1+3k<4-sig—1<k S%, donc k € {-1,0,1}

Par suite (x,y) €{(-4.7).(-1,5).(2.3)}
Ainsi AMN est rectangleen A (et -4 <x<4) pour:
[M(—4) et N(?i)], pour [M(—l) et N(Si)] et pour [M(2) et N(3i)]
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