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Serie d'exercices --- 4ScExp LYCeEE DE SBEITLA

ERECCICE ]

On donne le nombre complexe z = —\/2 +2 + i\/2 -2
a. Exprimer 22 sous forme algébrique

b. Exprimer 22 sous forme exponentielle.

c. En déduire z sous forme exponentielle.

ERECCICE 2
1. Montrer que (1+ i) =-8i.

2. On considere I'équation (E) : z* = -8i.
a. Déduire de 1. une solution de I’équation (E).
b. L'équation (E) posséde une autre solution ; écrire cette solution sous forme algébrique.

3. Déduire également de 1. une solution de (E’) : 7% =-8i.

ERECCICE 3
Linéariser le polynéme P = cos? 5xsin 3x . WWW.SIGMATHS. TK

ERECCLCE 1]

a. On considere le nombre complexe z =1-i+/3 .
Mettre z sous forme trigonométrique. Calculer =

2 1992 1994

et 2°. En déduire 2" et 2
b. Résoudre dans € I'équation z°> +8 =0 (on remarquera que cette équation a une racine évidente
réelle) . En déduire les solutions dans C de I'équation (iz -1 +8 =0 . Donner les solutions sous

forme algébrique.

ERECCICE §

21_22\/_=_2i.

2. Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct de centre O, d’unité graphique 4

1. z, et z, sont des nombres complexes ; résoudre le systeme d’équations suivant {

cm, on considere les points A et B d’affixes respectives : z, = —V/3 +i et z, = -1+i/3.
Donner les écritures de z, et z sous forme exponentielle. Placer les points A et B.

3. Calculer module et argument de Za
Zp

En déduire la nature du triangle ABO et une mesure de I’angle (OTX, OB ) .

4. Déterminer 'affixe du point C tel que ACBO soit un losange. Placer C. Calculer 'aire du triangle
ABC en cm’.
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Serie d'exercices --- 4ScExp LYCEE DE SBEITLA

ERECCICE b
Partie A

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; 4, ¥). Pour réaliser la figure, on

prendra pour unité graphique 1 cm.

Soit P le point d’affixe p ot p = 10 et T le cercle de diametre [OP ]. On désigne par Q le centre de
.

Soit A, B et C les points d’affixes respectives a, b et cot a=5+5i , b=1+3i et c =8-4i.

1. Montrer que A, B et C sont des points du cercle T.

2. Soit D le point d’affixe 2+2i. Montrer que D est le projeté orthogonal de O sur la droite (BC).

Partie B (On rappelle que |z[* =zz).
A tout point M du plan différent de O, d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe 2’ tel que z'= @
z

ol z représente le nombre conjugué de z.

1. Montrer que les points O, M et M’ sont alignés.

2. Soit A la droite d’équation x = 2 et M un point de A d’affixe z. On se propose de définir
géométriquement le point /" associé au point M.

a. Vérifiez que z+z =4.

b. Exprimez z'+Z' en fonction dez et z et en déduire que 5(z'+Z')=2'Z" .

c. En déduire que M’ appartient a I'intersection de la droite (OM) et du cercle T . Placer M’ sur la
figure.

ERECCICE 7
On considere dans C I'équation du second degré Z2 +Z + 1 =0
1. Résoudre cette équation. On note les solutions z; et 2, la partie imaginaire de z, étant positive.

2. Vérifier que z, =72 .

3. Mettre z, et z, sous forme trigonométrique.

4. Indiquer sur quel cercle de centre O sont situés les points /], et M, d’affixes respectives z, et z,.
Placer alors ces points avec précision dans le plan complexe rapporté & un repere orthonormé
d’unité graphique 4 cm.

ERECCICE §

On désigne par P le plan complexe. Unité graphique : 2 cm.

1. Résoudre I'équation d’inconnue complexe z : z* =2z +4=0. On notera z, la solution dont la
partie imaginaire est positive et z, 'autre.

Donner le module et I'argument de chacun des nombres z,,z,,z;, z5 Ecrire sous forme algébrique
77 et 73.

2. On considere dans le plan les points A(1+ i/3), B(1-iv/3),C(-2 +2iv/3) et D(-2-2i~/3).

a. Représenter les points A, B, C et D dans le plan P. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ¢

Dhaovadi Nejib Novembre 2008 Page: 3



Serie d'exercices --- 4ScExp LYCeEE DE SBEITLA

b. Montrer que les points O, A et D d’une part et les points O, B et C d’autre part sont alignés.
Quel est le point d’intersection des diagonales de ABCD ¢

c. Quelles sont les affixes des vecteurs AB et AC ¢ Montrer que les droites AB et AC sont
perpendiculaires.

ERECCICE 9

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ) (unité graphique 1 cm).
1. Résoudre dans € I'équation z? —8z+/3 +64 =0.

2. On considere les points A et B qui ont pour affixes respectives les nombres complexes
a=4/3-4i et b=43 +4i.

a. Ecrire a et b sous forme exponentielle.

b. Calculer les distances OA, OB, AB. En déduire la nature du triangle OAB.

i

3. On désigne par C le point d’affixe ¢ = =3 +1i et par D le point d'affixe d = ce 3.
Déterminer la forme algebrique de d.

4. On appelle G le barycentre des trois points pondérés (O ; —1), (D ; +1), (B ; +1).

a. Justifier 'existence de G et montrer que ce point a pour affixe g = 4+/3 +6i.

b. Placer les points A, B, C, D et G sur une figure.
c. Montrer que les points C, D et G sont alignés.
d. Démontrer que le quadrilatere OBGD est un parallélogramme.

ERECCLCE 10

1. On considere le polynéme P de la variable complexe z, défini par :
P(z)=2" +(1-iv2 )2’ +(74-iV2 )z - 74iN2 .
a. Déterminer le nombre réel y tel que iy soit solution de I’équation P(z) = 0.
b. Trouver deux nombres réels a et b tels que, pour tout nombre complexe z, on ait

P(Z):(Z—iﬁ)(zz +az+b).
c. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I'’équation P(z) = 0.
2. Le plan complexe est rapporté a un repere normé direct (O;i,7). On prendra 1 cm pour unité

graphique.
a. Placer les points A, B et I d’affixes respectives z, =—7 + 5i; zy =—7— 5iet z; = 2 .
b. Placer le point C d’affixez- =1 + i .
Déterminer I'affixe du point N tel que ABCN soit un parallélogramme.
c. Placer le point D d’affixe z, = 1 + 11i.

Zp —Z o , . o .
Calculer Z ==A—=C sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique. Justifier que les
ZD T 7%p

droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires et en déduire la nature du quadrilatere ABCD.
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ERECCICE 1]
On considere le polyndme P défini par : P(z)=z" -62° +24z? —182 +63.

1. Calculer P( i3 ) et P( i3 ) puis montrer qu’il existe un polynéme Q du second degré a

coefficients réels, que 'on déterminera, tel que, pour toutz O C, on ait P(z) = ( 2> +3 )Q (z).
2. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

3. Placer dans le plan complexe rapporté au repere normé (O ;i, ), les points A, B, C, D d’affixes
respectives z, =iv3, zy = —iv/3, zc =3+2iv/3 et z, =z, puis montrer que ces quatre points
appartiennent a un méme cercle.

4. On note E le symétrique de D par rapport a O. Montrer que Zc 7% -
ZE T 7B

_if
e 3 puis déterminer la

nature du triangle BEC.

ERECCLCE 12

Le plan P est rapporté au repere orthonormé direct (O;i,7) [unité graphique : 2 cm].

On considere les points [ et A d'affixes respectives 1 et —2. Le point K est le milieu du segment
[[A]. On appelle (C) le cercle de diametre [/A].
Faire une figure et la compléter au fur et a mesure de l'exercice.

1+4i

-2i

1. Soit B le point d'affixe & ot b = . Ecrire b sous forme algébrique et montrer que B
appartient au cercle (C).

2. Soit D le point du cercle (C) tel que (KI, KD) =1§T+ k2T, ou k est un entier relatif, et soit J
l'affixe de D.

a. Quel est le module de d +% . Donner un argument ded + 2.

b. En déduire que d = % + Slf :

1+2ia _ 1, 3iV3
1-ia 4 4
1+2ix

1-ix

c. Déterminer un réel a vérifiant I'égalité :

3. Soit x un réel non nul et M le point d'affixe m = .On pose Z = m_-:; Calculer Z et en
m

déduire la nature du triangle AIN.
4. Soit N un point, différent de A, du cercle (C) et n son affixe. Démontrer qu'il existe un réel y tel
1+ 2iy

1-iy

que n =

WWW.SIGMATHS.TK
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Correction de la serie d'exercices n°l --- 4ScExp LYCeE DE SBEITLA

Correction de I'exercice n° 1
a.

z2=(—J2+f2+ k/z—fz)zz 24 2- 2l 242 24 2 224 2)
—2+V2-2if@+V2) -2y 2V 2= > a( & = £ 2 A
b. 222 2/3- 2/ 2= {f fzj st

T

c.z2=ae't 5| 24=| £= 4 | 4= 2,a09(9-F R} 2arg(®-] R4 arg@r .

T[ I( 7+T[j |7l[
Sur [-7; 7f , on aurait soit z; =2e 's ,soit z, =2e* & /= 2e8,

Le signe de la partie réelle et de la partie imaginaire de z donné dans I’énoncé nous donne
7T
m

z=2z,=2e8.

Correction de I'exercice n°2
1. Soit on développe brutalement en utilisant le binéme de Newton, soit on calcule d’abord

(1+i)* =1+ 2i+i? =2i, ce qui donne (1+i)° =(2i)® = -8i. Une autre possiblité était de mettre

I[ ie™ . OTl
1 + 1 sous forme trigonométrique : 1+i= \/Eel“ dou (1+i)° = \/EeeI 4=ge2 =-8.
2
2. a. Comme (1+i)°® =-8i,ona [(1+ i) ] =-8i donc (1+i)* est une solution. On peut
développer et trouver —2 + 2i.
b. D’une maniére générale 'équation 22 =u ales deux solutions z =+/u et z = —/u, soit ici
lautre racine z = —(1+i)* = —(1+ i)?(1+ i) = -2i(1+ i) = 2— 2i.
3
3. De la méme maniére on peut écrire (1+i)° = [(1+ i) } donc (1+i)? est une solution de (E’)

(on peut simplifier et trouver 21i).

Correction de I'exercice n°3

i5x Si5x i5x Ci5x )2 ) i3x _ 4i3x
cosbx=52_ "€ , COS25x= e re :—1(&°X+ 2 @ sin3x= €
2 2 4 2i
c0525xsm3x= @+ 2 @ox %T,ezg B - g+ BE- D&+ - T
| |
=i(ei13x _ 5i13x é7x i7x + ng _ 2—é’3x )
8i
i13x _ |13x /X _ #i7x IB3x _ 43x
(é | e &, g _é )

2i 2i 2i

= Z(sin 13x— sin 7x+ 2sin 3x)
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Correction de la serie d'exercices n°l --- 4ScExp LYCeE DE SBEITLA

Correction de I'exercice n°4

. TU
a.z=1-i/3= 2e 3.
2 i 3m

z2=4e 3 =-2-2i/3,7=8e3 =- .

Comme on tourne a chaque fois de 60°, tous les exposants multiples de 3 raméneront sur ’axe
réel (un coup positif, un coup négatif) ; tous les multiples de 3 +1 (comme 1, 4, 7, ...) seront sur
la droite issue de O et passant par z, enfin tous les multiples de 3 + 2 seront sur la droite issue
de O passant par z2.

1992 est un multiple de 6 (3x332), on a z'9%2 = 2199%g 333 = 19 ot
2
Zl994 21994e 3T[ — 219946% _ £ )
b. 22+8=0 a comme racine évidente —2 ; on factorise z + 2 : z° +8=(z+ 2)(aZ + bz cce qui
donne en développant et identifiant les coefficients : z° +8= (z+ 2)(Z - 2z+ 4.
Les autres racines sont alors : z, =1+ /3,2, = 1- /3.

Pour résoudre (iz-1)* +8= 0 on reprend 1’équation précédente avec le changement d’inconnue
Z =iz-1, ce qui donne les solutions en Z ; on revient en arriere pour les solutions en z.

Z=iz-1l-iz=Z+1- z—Z—l— iZ—- i d’ou les trois solutions :
2, =-i(-2)-i=i, ——.(1+|J_)—|-J_ 2i et z, =-i(1-ix/3)-i=—/3-2i.
Correction de I'exercice n°5
. 2,\3-2,=-2 z\3- z=- 2z=- 2 2 3 :_1+|\/\/:
lz,-2z,M3=-2i |-zV3+32=2/3i | z/3 3=-2 |z = % ~J3+i

5T 2T[
=—J/3+i=2 (i+—;|j=2e'6 etzB=—1+ix/§:2[—§+|§j 2e3

is T
= e% donc module 1 et argument —

Le triangle ABO est isocéle en O puisque |z, | =] zg |et (O_A 6@) = arg;—B =-I
A

4. On doit avoir AC = OB, soit

Zc-20 =220 = =t = 3 (\/_3"' ]):(‘/_3+ ;l(_ ).

WWW.SIGMATHS.TK

L’aire du triangle ABC est :

Dhaovadi Neib Novermbre 2008 Page : 3


DHAOUADI
www.sigmaths.tk


Correction de la serie d'exercices n°l --- 4ScExp LYCeE DE SBEITLA

:%‘—1+i\/§+J§—iH(x/§+l)(—l+ )
Nk [E N R
:%x x 2 2= 1, soit 16 cm .

Partie A

a=5+5i,b=1+3iet c=8-4i.

1. Q(5) ; QA =|5+5i-5|/=5, OB=|1+3i-5|=| -4+ 3i =416+ 9= Eet
QC =|8~ 4i- 5| =| 3- 4i = 5donc A, Bet Csont des points du cercle T .

2. On vérifie par exemple que D est sur BC, soit que BD est colinéaire a BC :

Correction de I'exercice n°6 \ T /

2-1 8-1 . . (2)(7
=-7+7=0 et que OD est orthogonal a BC : : =14-14= Q.
2-3 -4-3 2)\ -7
Partie B Z':é) .
Z
1. On peut écrire z' —A)—Z—OZ OM'Z%OM,ce qui montre que les points O, M et M’
Z 7z

sont alignés.
2. a. M a pour affixe z=2+iy donc z+Z =2+ iy+ 2- iy = 4.

1
b.z+Z' =20 @—ﬂ) 20_ 20(z"2) 8. ; on a donc 5(z'+_z')—ﬂ)—§)£0— 277 .
Z Z Z z Zz 2z’ 7z 7 z

c. Il est clair que M’ est sur (OM) puisque O, M et M sont alignés. Il reste a montrer que M’ est
sur I, soit que

|z2'-5=5< (-5 ~5)=25- g-5f*5F 25-2z27- H+Z % 25 26z7 = B(+Z)
Correction de |'exercice n°7
. .21

1. Une équation ultra-classique qui donne les racines z, = 1+TI\/§ =e?d et

_-1-iW3 _ A%
z,=——=¢ 3.

2
, (—1+W3Y) _ T 1-3-2V3_-1-W3_ % _
Zl_T =—e3d = 5 = 5 =e 3 =1z.

3. Déja fait.
4. Les points en question forment un triangle équilatéral avec le point d’affixe 1 sur le cercle
trigo.
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Correction de I'exercice n°8
1. 22 - 27+ 4= (: les racines sont z, =1+ i3 et z,=1- iv/3, dont le module est 2 et largument

21 _.2n
773 et —77/3. Pour les carrés on a z2 =4e3 =-2+ 2i/ 3et 22 —4e 3 =-2- 2i/ 3.

2. a. Comme on pouvait s’y attendre (enfin, des fois c’est différent...) les résultats du 1. se
retrouvent comme affixes des points du 2. On fait la figure :

ABCD est un trapeze isocele (les droites (AB) et (CD) sont verticales donc paralléeles ; les points
A et B étant conjugués sont symétriques par rapport a (Ox), méme chose pour C et D.

b. Avec les arguments c’est immeédiat, sinon on utilise les vecteurs : par ex.

OC=-2+ 2i/3=-2(1- i/ 3= - 20L La symétrie par rapport a 'axe réel montre que les
diagonales se coupent en O.

c. AD =2-2iv/3-1-iW/3=-3- 33 et AC =-2+2i/3-1- W/3=-3+ /3. On peut faire le
produit scalaire : AD.AC = [ —z\/é J( \/%J =9-9=0. Cest bon.
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Correction de la serie d'exercices n°l --- 4ScExp LYCeE DE SBEITLA

Correction de I'exercice n°9

8\/§+8l

1. 22 -82/3+ 64= (: A=64.3- 4.64=- 64& (8f) d’ou = 4/3+ 4i

ou z, = 4/3- 4i.
f 1 i
2. a. a= 4/3- 4i= |—8e6etb 43+ 4i. b= 4/3+ 4i= | 8e6

b. Il est immédiat que OA=0B=8; AB=|b -4 =‘ 4/ 3+ 4i- 4/ 3+ 4‘ =| 8| = &
OAB est équilatéral.

T T .57 3T[
3.d= e3(J§+|) e32(—\/_+—;|j—2e3e6: 266 =

4. a. G : barycentre de (O ; -1), (D ; +1), (B ; +1) existe car la somme des coefficients n’est pas

b. Il faut évidemment utiliser les formes trigo...

e

nulle. Son affixe est z =

WWW.SIGMATHS.TK B

c. C, D et G sont alignés : €D a pour affixe d - ¢= 2i— (—/3+ i)=+/3+ i et DG a pour affixe
g-d= 4/3+ 6i- 2i= 4/ 3+ 4i= 4(d cdonc DG =4CD.
d. Appelons K le milieu de [ BD], alors G est le barycentre de (O ; -1), (K ; 2) d’ou

OG= 12+ ZW = OG= 20K, donc K est le milieu de [0G]. Mémes milieux donc
parallélogramme.
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Correction de I'exercice n°10
1. a. 1y solution de ’équation P(z) = 0, soit P(iy)=0, soit

-iy? -(1-iv2 )y? +(74- W2)iy - 7a2= 0= (¥ +V2y)+ (- +V2y + Tay- 74 3= 1
y?+v2y=0
—y3 +2y? +74y- 74/ 2= C
y =0 qui ne convient pas dans la seconde ligne et y = —/2 qui convient.
b. P(z):(z— |\/_2)( Z + az+ t):( = «;/_%( Z+ # 7)1.

c.P(z)=0:2%+z+74= 0, A=1-296=-295= %x 5 5¢d’ou les racines

Ceci donne le systeme { ; la premiere ligne donne comme solutions

2, = i\/z,zz _ —1+|\/295’23: -1- v 295.
2 2
2.b. ABCN parallélogramme si AB=NC « z =z, — 75 + . = 7+ 5i—- 7+ 5t ¥ i= & 11.
- ~7+5i-1-i _-8+4i (-2+i)(2-4i i1 i1
c. Calculer Z =22 "% — 7+§| L |_= 8+4|_=( )( )=1—OI=—1|=—1e|2 :—1L-
Zp —zgz 1+ 11+ 7+ 51 8+ 16i 4 16 20 2 2 z

Onadonc Z = Za"Zc imaginaire donc les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires ; comme
Zp — Zg
ABCD est un parallélogramme, c’est un losange.

Correction de I'exercice n°11

1. P(iW/3)=9-6(-i3/3)- 72- 18/ 3 63 | P(-iv3)=9-6( i3/3)- 72+ 18/ 3+ 63 .
P(z):(zz+3)(22+ az t): 2+ az+( & 3P’z 3az donca=-6et b=21, soit
P(z)=(Z+3)( Z2- 62 2J.

2. 72 -6+ 21: A=36-84=-48= i4/_3)2, zl:L;ﬁa% 213, 22=L24\/§=3—2i\/§.

P(z) = 0 a pour racines i~/3 et —i+/3 ainsi que z, et z,.

3. Comme A et B d’'un coté, C et D de 'autre sont symétriques par rapport a I’axe ((O, G) , les

triangles ABC et ABD ont mémes cercles circonscrits, ils appartiennent donc au méme cercle.
4. E, le symétrique de D par rapport a O a pour affixe —z, = -3+ 2i/3.

2e -7, _ 3+2i3+iW3 _ 1+ i3 _(1+1V3)(-1-W3) 4 e

= = = 3 .
Ze-25 -3+2iW/3+iW3 -1+W3 1+3 2
Le triangle BEC est donc équilatéral.

Correction de I'exercice n°12
L b= 1+4i  (1+ 4+ 2i) _ 1+ 4i+ 2i- 8 7+. 6

1-2i 1+ 4 5 5 5
B appartient au cercle (C) si et seulement si BK=1IK =1,5 :
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Correction de la serie d'exercices n°l --- 4ScExp LYCEE DE SBEITLA

BK(z, —z5) avec z — 7 =—%—b=——; —;— i_g_Tgo_ |—6d’ou

2

1z -2z = 9 5 81,36 81 144 22 jinc BK =E=1,5 et B appartient au cercle
10 5 100 25 100 100 10 10

©).

2. a. KD(d + ; , |[d+ 1‘ =KD =1,5 car D appartient au cercle (C),

arg(d+%)= (U TKD)= (Ki ;WJ):’—;+ 2kt

b. On en déduit que

d+i= g’eg——(cos—+ |S|n— —‘?’{1 1£ 3/_“doncd—§+|£——l —1+ii3.
2 2 3 2T 4 4 2 4 4
C.
L+2ia_1, 3V3 0y o (- i)t 30 3)e 4 Six * 33 ia 34
1-ia 4 4
1+3a/3= 4
- 4+8ia= 1+ 3a/ 3+ i3/ 3- a) - gﬁ
3J/3-a= 8a 3
1+2ix
_m-1_ 1-ix 1+ 2ix— 1+ ix _ 3ix
. = = =ix, |z|=|x| et arg(Z —+kn
3 £ v 2T 1r2ix .o Lra2ix+2-2ix 3 - [2]=Ix] et arg(2)=
1-ix

or arg(Z2)= arg% ¥ (AM ;IM) donc le triangle AIM est rectangle en M, ce qui signifie que le
m

point M appartient au cercle (C).

1+2iy . . in-1__.n-1
= = n(d-1iy)=1+ 2iy = n-iny= 1+ 2iy= y(2i+ nij= n— 1l y=- -1
.y (1-iy) y y= y= ¥( ) =i b
car n# -2 puisque N est différent de A. Vérifions que y est réel [si n = 1 (N = I) alors on prend y
=0]:

argy = argt in—_1)= argt iy argP;1 ?—E+ okt+ L+ kit= k donc y est réel.
n+2 n+ 2 2 2
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