Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

Exercice n°l

o’ +(n—1)
Q@
1) Montrer que u est une suite arithmétique dont on précisera la raison

Soit o € R™ et la suite u définie sur N par : u,_ =

n

et le premier terme.

2) Pour tout n € N', on pose S, = u, +u, +... +u,.

Calculer S, en fonction de « et n.

S

3) Soit la suite v définie sur N par : v, = —
n

Montrer que la suit v est convergente et déterminer sa limite.

Exercice n°2

Soient les suites u et v définies sur N par :

wy=—— Ly L Z
" Ix2 2x3 n(n+1) k(k+1)
1 1 1 n, 1

=l Sttt 5=
22 3 n?

Montrer que les suites u et v sont convergentes et déterminer la limite de la suite u (On pourra

1 1 1

remarquer que ——— = — — ———

k(k+1) k k+1

Exercice n°3

3
N~

Soit u la suite definie sur N' par : u =

__n - L
Jn? 4+ n = n® + 1

En déduire que la suite u est convergente et déterminer sa limite.

Montrer que pour tout entier n € N,

IN

n

Exercice n°4

_1
u, = E
Soit la suite (u,) définie sur N°par :
n+1l 0
u ., = u, @MUON")
2n
0 . 1
1°) Pour tout entier naturel non nul n , on pose v, = —u,
n
a) Montrer que (vn) est une suite geométrique
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

. . Ly . " n
b) Exprimer v, en fonction de n et déduire que pour tout n€ N'ona : u, = o
0 0 2 2 2 1 N > .
2°) a) En remarquant que pour n [ N- (n + 1) =n"|1+—+— |, montrer a l'aide
n n
d’'un raisonnement par récurrence que pour tout entier n =4 on a n®<2"
b) Déduire alors que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.
Exercice n°5
Soient a et b deux réels tels que a < b et les deux suites u et v définies par :
. u, +v u, + 3v
u,=a;v,=betvneN; u  =-—"—"="etv,  =—"——".
2 4
1) Considérons la suite w définie sur N par : w, =u, — v, .
Montrer que (w,) est une suite géometrique et exprimer w, en fonction de a, b et n.
2) Montrer que les suites u et v sont adjacentes.
. 1
3) Calculer, pour tout entier naturel non nul, 2 u, + v, . Conclure.
€Exercice n°6
On considére les deux suites u et v définies par :
. u, +2v u, + 3v
u,=1;vy,=-3etVneN; u ,=—"—="ev, 6 =—"——".
3 4
1) Trouver deux réels « et 3 tels que les suites S et T définies pour tout n € N par:
S =u,+av, e T, =u, + Pv, soient géometriques.
2) Exprimer S, et T, en fonction de n et déduire u, et v, en fonction de n.
3) Déduire alors que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et donner leurs limites.
Exercice n°7
Soit la suite (x,) definie par : x, = 0 et Vn € N, x, , = \/x, + 2
1) a) Montrer que pour tout entier naturel n; 0 < x, < 2
b) En déduire que (x,) est convergente et déterminer sa limite.
2) On pose y, = 2 —x,,.
. Yn
a) Montrer que Yn € N; y,  , < rE
Page: 2

Dhaouadi Nejib =



Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

b) Retrouver alors le résultat de 1) b)

3) On pose x, = 2 cos(z,) avec z, €

0, x|
2

a) Montrer que (z,) est une suite géometrique dont on deéterminera la raison et le premier
terme.
b) Exprimer z, et puis x, en fonction de n.

Retrouver alors le résultat de 1) b)

Exercice n°8

Soit (u,) la suite réelle a termes non nuls définie par :

— . . 2 _
u, =1 ; u, et pour tout entier naturel n ,u,,” = 2u_ ,,u,

2
un+1

u

n

1°) Pour tout n ON, on pose v, =
Montrer que (v,) est une suite geométrique dont on précisera la raison

n+l
0 o . 1
2°) En deduire que pour tout entier naturel nona: u,, = (Ej u,
n(n+1)

0 . 1) 2
3°) Montrer alors que pour tout entier naturel non a : u, = 5

4°) En déduire que la suite (u,) est convergente et deéterminer sa limite
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

Correction

Exercice n°l

2 2
a+n o +(n-1 1 . . ) )
Du,,—u, = — ( ) = — donc u est une suite arithmétique de raison —
« « « «

et de premier terme u, = .

2) S, = Z u, = (ul +u ) (somme de termes consécutifs d'une suite arithmetique)

2 _—
=2 a-l—w :i<0¢2+0¢2+n—1):i<2a2+n—1>.
2 « 2« «
2 —
3) Pour tout n € N, v, :S—g— ! <2a -l-n—]) M—ki.
n 2na 2an 2a
) 20° — 1
La suite n — ——— est convergente et elle converge vers 0
2na
. . 1
Donc la suite v est convergente et lim v, = —.
n——+oo 2a
Exercice n°2
Etude de la suite (u,)
Soit n € N,
k(k+1) klk k+1 —k T k+1 Ik Sk
X 1 1 1 1 SRy
Car ) —— =—+=—+..+ => =
1k + 1 2 3 n+1 =k
Doncunzl-l—zl— £+ 1 - 71— 1
=z k ok n+1 n+1

Si vous détester le symbole Z alors vous pouvez le faire autrement:

Zk(k+1) ;[“k—u]

*lim = 0 donc limu, = 1.

+ .+

/1/_ 1
n n+1

n+1
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

Etude de la suite (v,)

LR
B h(k—1)

Pour tout entier k > 2, on a :

1 1
D l1+—+ ... +—<1+ +...+—
one LT g 2= T ex1 n(n—1)

. 1 1 ) ) .
D'oiv pour tout entier n > 2, v, <1+1—-—=2—— <2 (ce qui est vrai pour n=1 aussi)
n n

ou encore v, < 1+u, ,

1

Pour tout entier n > 1, v,.; —v, = ——— > 0 donc la suite (v, ) est croissante.

i (n—i—])

Conclusion: La suite (v,) est croissante et majorée ( par 2) donc elle est convergente.

Exercice n°3

Ona:Vke{l,2,.,n}; Jn2 1 <2 +k<JIn?+n.

1 1 1
Donc < < )
" \/nz +n \/n2 +k An®+1

En faisant la somme membre & membre de ces n encadrements on obtient :

Lﬁunﬁ n
Jn? +n n? +1
n n 1 n n 1
:n 7 7 e 7 1
o B n+1 n\/1+2 \/1+2
n n n n
n 1 n 1
Donc lim ———=Ilim —— =1 ¢t lim —— = Iim —— = 1.
n—+oo [n2_i_n n—+oo 1 n—+oo n2+1 n—+oo 1
1+* 1+72
n n
Pour tout n € N', LgungL
n? +n n? +1

lim = lim

n n
L L E—
Donc, d'apres le théoreme des gendarmes, la suite (u,) est convergente

et limu, =1

n—-+00

Exercice n°4
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

1 1 n+1l
1 v = u = u
)a) n+l n+1 n+1l n+1 2n

1 1 .
—u, = 5 U v, donc (vn) est une suite
n

-1
"2

géométrique de raison 3

1 n-1 1 1 n-1 1 n .
b) v, =v,.| = === =|— |, pour tout entier naturel n non nul
2 2)\2 2

1Y
Donc pour tout nUN , u = nv =n(—j =

2) a) On note P(n) la propriété «n®> < 2" »
P(4) est vraie car 4> =16 < 2* =16.
Herédité :Soit n 1N tel que n = 4. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est

aussi vraie.

On a (n+1)2 =n2+2n+1=n2(1+2+i2j et puisque n = 4 alors

2
n n n

2 1
< —=—cet
4 2

2
%Sid’ou—+i2 1+i<1 et alors n” 1+E+i2 S2".2:>(n+1)2S2”+1.
n 16 n n 2 16 n n

1

. ’ . N n
b) Pour tout entier naturel n supérieur & 4 on a : n* < 2" donc 0 < o < —
n

1
O<u,<— pournz=4

" = la suite (u,) est convergente et limu, =0

lim—=0
n

Exercice n°5

. . : 1
Dw,,=u, ,—Vv,., = —(u — Un> =—w, = (wn> est une suite géométrique de raison — et

de premier terme w, = u, —V, =a —b.

n—1
. 1
Donc Vne N, w, = Z] (a —b)
2) Remarquons que Vn € N'; w, =u, —v, <0 car a <bet limw, =0
n—+o00
« u, +v v —Uu w
Pour tout ncN ,u, ,—u, = —"—"*—u, == n— _Zrn s 0
2 2 2

Donc la suite (u,) est croissante.
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

N u, + 3v u, —v w
Pour tout nEN,vn+1—vn:T_vn:T:7n<0

Donc la suite (v,) est décroissante.

Conclusion:

VneN, u, <v,
(u,) croissante et (v,) décroissante = Les suites u et v sont adjacentes

lim(u, —v,) =0

n—-+00

1 u +v u + 3v 2u + 4v
3) s+ Uy = = S

4 4 4

= E u, +v, . Donc la suite

n»—>1u + v est constante et Vn € N’ 1u +v u, +v Ia—i—b
— nstan ; —u, +uv, =— == :
2 n n 2 2 1 1 2

En plus les suites u et v sont adjacentes donc elles convergent vers une méme limite 1.

Par passage o la limite dans l'égalité éun +v, = éa + b, on obtient gl = 1 a-+ b ce qui

21 1 2
donne |l = —|—a+bl=—a+—=0> cqfd.
312 3 3
Exercice n°6
: 4+ 3x 8 +5x — 3x°
1) Soit x € R, u + xv = u + xv )+
n+1 n+1 12 ( n n) 12
2
Pour que la suite <u + xv)n soit géometrique, il suffit de poser 8+ 5;2 3% =0
. s . N 8
Ce qui est équivaut & x=—-—1ou x= §
Ainsi, on obtient deux suites géométriques :
o . -3 1
S :nw— u, —v, estune suite géometrique de raison 7 = E
et de premier terme S, =u, —v, = 4.
4+ 3 x 8
. L . 3 12
T :nw— u, +—uv, est une suite géometrique de raison ———= = — =1
3 12 12
et de premier terme T, = —7 (suite constante)
. 1)
b) Pour tout entier naturel n, S =4 T2 et T =-7.
Nt Page: 4
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

D'ou le systéeme suivant:

8
u, +—v, =—7
3

n

Ce systeme admet pour solution le couple (u v ) tel que :

w =27 2L g =B 7 L.
11 3 12 11 12
3) z € ]—1, 1[ donc lim z =0
12 n—+oo (12
Ce qui permet de dire que les suites u et v sont convergentes et on a :
Iim u, = lim v, = _
n——+oo n——+oo 11

Exercice n°7

1) a) Montrons ce résultat par récurrence.
Pour n=0; x, =0 €0, 2]

Soit n € N; supposons que 0 < x, < 2 et montrons que 0 < x, , < 2.

0<x, <2&2<x+2<4eV2<x, +2<2=20<x,,<2.

b) Pour tout entier naturel n; on a:

2—x? 2 — 1
xn+1_xn:m—xn:xn+ Xy :( x, ) +xn)20

Donc la suite (x,) est croissante.
La suite (x,) est croissante et majorée (par 2) donc elle est convergente.

Posons lim x, =1

n——+oo

x,., = [f(x,) avec f :x+— x+2
vn e N; x, €0, 2]

[ continue sur [0, 2]

= f(l) =1

(x,) converge vers | € [0, 2]

Cqfd.

2 - - pr—
f(l):l@\/l+2:l<:>{l _l_2_0@Jl(l 2+1D=0_

1>0 1>0

Dou lim x, = 2

n——+oo

Dhaouadi Nejib
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

4—-x —2 2 — 2 —x

xn
2+ x, +2 _2+\/xn—i—2 = 2

n

2)a)yn+1:2_xn+1:2_ xn+2:

(Car 2—x,>0 et 24 \x, +2>2)
1

Donc pour tout entier naturel n; 'y, , < —

27"

n—1
b) Montrons a l'aide d'un raisonnement par récurrence que : Vn € N; y < [E]
(Résultat que l'on peut obtenir en faisant le produit membre & membre...)
-1

Pour n=0; y,=2—-x, =2 < ce qui est vrai.

n—1 n

et montrons que y, . ; < 2

Soit n € N; supposons que y, <

n

1 n—1
— donc <|—
1 e,

2

1 1
<y <=
yn+1—2yn—2

1 n—1

D'apres ce qui précede ; pour tout entier naturel n, 0 <y <

n—1
Et puisque lim [E] =0 (car é € ]—1,1[) alors la suite (y,) converge vers 0.

n—-+oo

Et de l'égalité x, = 2 — y, on peut déduire que la suite (x,) converge vers 2.

3a) x, , = \/xn +2 = \/2cos(zn)—|—2 = \/2(cos(zn)+1) = \/2><2cos2 23”]
:20082—”:2(3082—" cari€0,zc0,1$003ﬁ>0
2 2 2 4 2
z z T
Pour tout n € N; x, , = 2 cos (an) = 2003[3”] avec 2z, , et 3” € 0,5

. : . 1 .
Donc z,,., = —z, et par suite (z,) est une suite géometrique de raison — et de premier terme
2 2

z, :g car x, = 0 = 2cos[g].

1
b) (z,) est une suite géométrique de raison E et de premier terme z, = ul
) (1)
Donc pour tout entier naturel n, z, = —|—| .
22
(1)
D'ou x = 2cos(zn> = 2cos|—=|—=| |-
22
. . . . on(1Y 1
La fonction cosinus est continue en 0 et lim —|—| = 0 (car 5 € ]—1, 1[)
n—-+00
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

Donc la suite (x,) est convergente et lim x, = 2 cos(0) = 2.

n—-+00

Exercice n°8

un+1
u 2u lu 1 . . L
1I)v, =—22=—2 ==l ="y  donc la suite (v,) est une suite géométrique de
un+1 un+1 2 un 2

raison —

0 . . L. . 1
2°) La suite (v,) est une suite géométrique de raison 5

(3] o5 G o
donc v, =|=| v,=|=| —= |= d’oit pour ne€N on a :
2 2) u, 2

(1)n+1 un+1 (1jn+1
Un =la = = un+1 =l un
2 u 2

n

3°) On peut procéder & l'aide d’'un raisonnement par récurrence

0
* Pour n=1 légalite est vraie (u, =1 = (%j )
n(n+1) (n+1)(n+2)
. O 1 2 1 2
* Soit nUN", supposons que u, = (5 et montrons que u,,, = 5
+ + +
1+2+___+n+(n+]_)=n(nTl)+(n+1):(n+1)(g+1j=(n 1)2(n 2) qud

Autrement
1 1
U, = (Ej U,
1 2
U, = (Ej U,
_(1Y
un - 5 un—l

En faisant le produit des égalités précédentes , on obtient apres simplification

(Simplification justifice car la suite est & termes non nuls)

1 1+2+..+n 1 7’1(”2*—1)
u, = (5) = (5) car 1+2+...+n est la somme de n termes consécutifs
d’'une suite arithmétique de raison 1
o, n(n+1 n’-n .
4°) (T) -n= 5 > 0 pour tout entier naturel n,
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Série d'exercices sur les suites réelles 4sc & T

donc M >n

n(n+1)

Doit 0 < (%) ’ < (%j et comme lim (%j = 0 (suite geométrique de raison
1

=0f-1,1

Lojap)

alors (u,) est convergente et elle converge vers 0

e S 5 Py Wy B L
4 } g ’ @ e (<] // /n /& /0 Vs
\5\./7,:.5\3&\_AJ’5\‘.§J=.3}5) J:;@Q\_ej\\:jé:.@)
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