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Mathématiques SERIE D'EXERCICES Professeur :

Théme : Arithmétiques

4°™° Maths Elabidi Zahi

Exercice 01 (Bac Tunisien 2015 — Session principale)

1) On considere dansZ xZ 1’équation (E) :47x +53y =1
a) Vérifier que(-9;8) est une solution de (E)
b) Résoudre I'équation (E)
¢) Déterminer ’ensemble des inverses de 47 modulo 53
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53

2) a) Justifier que 45°? =1(mod53)

b) Déterminer alors le reste de 45'° modulo 53
105

3) Soit N =1+45+452 + ...+ 451 = 245k
k=0

a) Montrer que 44N =10(mod53)
b) En déduire le reste de N modulo 53

]
Exercice 02

1) a) Vérifier que 503 est un nombre premier

b) Montrer que 7°” = 1(mod 503) puis en déduire que 7*°® =1(mod503)
2) Considérons dans Z x Z I'équation (E):49x — 6y =1

Vérifier que (1;8)est une solution particuliere de (E) puis la résoudredans Z x Z
3)Soit n=1+47+7 +...+ 7

a) Montrer que le couple (7%°%;n) est une solution de (E)

b) Montrer que n = 0(mod4) et que n = 0(mod503)

¢) En déduire que n est divisible par 2012

Exercice 03

Soit p un entier relatif différent de 1 et n un entier naturel non nul
Onpose S=1+p+p°+..+p" "
1) a) Ecrire S sous forme dun quotient
b) Calculer I'expression p" + (1 —p)S et en déduire que p" et (1 — p) sont premiers entre
eux
2) a) Résoudre dansZ x Z , ’équation p"x—(1—p)y =p
b) En déduire, dans Z x Z, les solutions de I'’équation 10"x + 2"y —10.2" ' =0

Exercice 04

1) Vérifier que 101 est un nombre premier
2) On considere dans Z x Z I'équation (E):77x+100y =1
a) Vérifier que le couple (13,—10) est une solution de (E) dans Z x7Z
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b) Résoudre dans 7 x Z1’équation (E)
3) On considére dans N1équation (F):x"” = 3(mod101)
Soit x une solution de F
a) Montrer que x et 101 sont premiers entre eux puis que x'° = 1(mod101)
b) Montrer que x = 3" (mod101)
4) Soit x un entier naturel Montrer que si x = 3" (mod101) alors x est une solution de (F)

5) En déduire que I’ensemble des solutions de (F) est I’ensemble des entiers naturels de la
forme 101k+38, oukeN

]
Exercice 05

1) On considere I'équation (E):13x -7y =5 ou (x,y)€ZXZ
a) Vérifier que le couple (2;3) est une solution particuliere de (E)
b) Résoudre I'équation (E)
¢) Le plan est rapporté & un repére cartésien(0;i;j) . Déterminer les points de
coordonnées entieres comprises entre 0 et 30 appartenant a la droite d’équation :
13x-Ty-5=0
n=1 (mod 13)
n=6 (mod 7 )

Déterminer le reste de la division euclidienne de n par 91

3) Pour tout entier k,on pose: a=7k+2 et b=13k+3 et on note: d=alb
a) Quelles sont les valeurs possibles de d ?
b) Montrer que : d =5 équivauta k= 4(mod 5)

¢) Déduire le PGCD des nombres : 7x20142P*1 +2 et 13x2014%P*1 +3 pour tout pe N

2) Soit n un entier vérifiant le systeme : {

Exercice 06 (Bac Tunisien 2012 — Session de controle)

1) On considere dans Z x Z I'équation (E):7x+ 18y =9
a) Vérifier que le couple(9;-3) est une solution particuliere de (E)
b) Résoudre dans Z xZ I’équation (E)

n =6(mod7)

2) Résoudre alors dansZ, le systeme
n =15(mod 18)



CORRECTION

Correction de ’exercice 01

1) On consideére dansZ x Z I'équation (E) :47x +53y =1
a) On 47 x(-9)+53x8 = -423+424 =1 = (-9;8) est une solution de (E)
b) (x;y) est une solution de (E) dans Z xZ =47x +53y =47 x(-9) +53x8

53 divise 47(x +9) 53 divise (x+9) car 53047 =1
=47(x+9)=53x(8-y) = =
47(x+9) =53 %x(8-y) 47(x+9)=53%x(8-y)
x=53k-9;k07Z x=53k-9;k0Z x=53k-9:;k07Z
= = =
47(x+9)=53%(8-y) 47x 53k = 53 x(8-y) y=-47k +8

Réciproquement : Ok 0Z ,47x(53k —9) +53 x(-47k +8) =47 x(-9) +53x8 =1
Donc S,,, ={(63k -9;-47k +8) ;k 0Z}
¢) x est un inverse de 47 modulo 53 = 47x =1(mod53)
< ilexiste pZ telque 47x =1+53p = 47x +53(-p) =1 = (x;—p) est une solution de (E)
dans ZxZ - x=53k-9;k07Z
Donc I'ensemble des inverse de 47 modulo 53 est {53k -9:;k0 Z}

d) Soit x le plus petit inverse positif de 47 modulo 53 alors :
9
53k -9>0 k>—
= 53 = k =1 donc le plus petit inverse positif de 47 modulo 53

kOZ xO7

correspond a k =1 donc53x1-9 =44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53

53 est un nombre premier

2) a)
53045=1

}alors d'apres Fermat 45°°7! = 1mod(53) = 45°2 = 1mod(53)

b) 4552 =1(mod53) = (4552)2 =12(mod 53) = 451 = 1(mod 53)

45% x 45'% = 45%(mod 53) et puisque 45 =11(mod53) alors 45'% =11(mod53)

Alors 11 est le reste de 45'°% modulo 53
105

3) Soit N =1+45+452 + .., +451% = 245k
k=0
a) N est la somme de 106 termes consécutifs d’'une suite géométrique de premier terme 1
1-45106 45106 _q
1-45 44
45 =11(mod 53) alors 45'% -1 =10(mod53) = 44N =10(mod53)
b) 44N =10(mod 53) = 47 x 44N =470(mod 53)
Or 47%x44 =1(mod53) => 44 x47=1+53n ou n07Z alors (53n+1)N =470(mod53)
= 53n.N + N =470(mod 53) = N =470(mod 53) car =53n.IN = 0(mod 53) et puisque
470 =46 (mod 53) alors N =46(mod53) donc 46 est le reste de N modulo 53

et de raison 45 alors N = — 44N =45'% -1 et puisque
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Correction de Pexercice 02

1) a) On a :/503 = 22,42 et les nombres premiers qui sont inférieurs a +/503 sont

2;3;5;7;11;13;17 et 19 et aucun de ces nombre divise 503 alors 503 est un
nombre premier

503 est un nombre premier

b) 50307 = 1 }alors d'apres Fermat 7°%™! =1mod(53) = 7°% = 1mod(503)

Ainsi 7" =1(mod503) = (7502)4 =1*(mod 503) = 7***® = 1(mod 503)
2) Considérons dans Z x Z 1’équation (E):49x —6y =1

On 49x1-6x8=49-48 =1 = (1;8) est une solution de (E) dans Z xZ
(x;y) est une solution de (E) dans Z xZ =49x -6y =49x1-6x8

ivise 4 -1 ivi -1 049 =1
L 49(x—1) = 6(y -8) = 6 divise 49(x —-1) :>6d1VIS€(X ) car 6 49
49(x-1)=6x(y—8) 49(x-1)=6x(y—-8)
{x:6k+1;kmz x=6k+1;k0Z {x:6k+1;kDZ
= = =
49x-1)=6x(y-8) |49xgk=£Fx(y-8) |y=49k+8

Réciproquement : Ok 07 ,49x(6k +1)-6x(49k +8)=49-48 =1
Donc S,,, ={(6k +1;49k +8) ;kDZ}
3)Soit n=1+7+7 +...+ 7%

a) n est la somme de 2008 termes consécutifs d’'une suite géométriques de premier terme
2008 _ 1

6
Ainsi 49 x 72006 —-6n = 72 x 72006 _ (72008 _ 1) — 72008 _ 72008 +1=1
Alors le couple (7*°®;n) est une solution de (E) dans Z x Z
D) n=14+74+7 4. +7" = QA+ 7+ (7> +7%) +...(T7% 727
=A+D+TxA+D+ ...+ 7% xA+T) =8 +8xT*+8xT" +...+8x 77
=8A+T4+T" +.. . +7) =4x2x A+ T+ T +...+7°%) = 4 divise n.
Donc n=0(mod4)

En plus 6n =7%°% -1 = 0(mod 503) car 72°®® =1(mod503) = 5083 divise 6n et puisque
503 06 =1 alors d’apres Gauss 503 divise n = n = 0(mod 503)

1 et de raison 7 alors n =

n =0(mod4)
¢)Onan=0(mod503); = n=0(mod4 x503) = n =0(mod2012).
50304 =1

Donc n est divisible par 2012

Correction de ’exercice 03

Soit p un entier relatif différent de 1 et n un entier naturel non nul
Onpose S=1+p+p°+..+p" "

1) a) S est la somme de n termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison p#1 et de

premier terme 1 Alors: S= 11_ p
-p




b)Ona: S= 11__11: = p" +(1—p)S=1 alors d’aprés Bézout p" et (1—p)sont premiers
entre eux
2) a) Soit, dans Z xZ, 1’équation (E):p"x—(1—p)y=0p
Ona:=p"+1-pS=1=p"xp—-1-p)(-pS)=p
Alors (p;—pS) est une solution particuliere de 1’équation (E) dans Z xZ
Si (x;y) est une solution de (E) dans Z xZ alors p"x—(1—p)y =p
Et puisque p" xp—(1—p)(—pS)=p
Alors p'x—(1-py=p"xp—A—p)(pS)=p"(x—p)=1A—p)(y+pS)
N {(1 —p) divise p"(x —p) N {(1 —p) divise (x—p) car p" A(1—p) =1
p'(x—p)=010—-p)(y+pS) p"(x—p)=A-p)(y+pS)
i{x:(l—p)k-l—p;kez :>{x=(1—p)k+p;k€Z
p'A-pk=0-p)(y+pS) |y=p'k-pS
Réciproquement :
OkOZ, p* (1-pk+p)-(1- p)(p“k - pS) =p"k -p"'k +p™' -p"k +pS +p" "'k - p°S
=p™ +pS-p’S=p(p" +(1L-p)S)=p
Donc S,,, ={((1 -pk+p;p'k- pS) s k DZ}
b) Soit, dans ZxZ, 1’équation (F):10"x+2""?y—10.2""'=0 ou nON"
(x,y) est solution de (F) dans ZxZ, - 10"x+2"?y-10.2"" =0 = 2"5"x +2"?y =5.2"
= 5'x+4y=5 = 5"x-(1-5)y=5 <« p'x—-(1-p)y=pavecp=5
Done S, ={(5 —4k;5"k -5+ 5+5 +..+5" D) k DZ}

]
Correction de exercice 04

1) On a :4/101 =10,05 donc les nombres premiers inférieurs a +101 sont 2, 3, 5 et 7 et

aucun d’eux ne divise 101 Alors 101 est un nombre premier
2) On considere dans Z x Z 1’équation (E):77x+100y =1

a)Ona: 77x13-10x100 =1 alors (13,—10) est une solution de (E) dans Z x Z
b) (x,y) est une solution de (E) dans Z xZ
= 77x+100y =1 = 77x +100y =77 x13 + 100 x (-10)

100 divise 77(x —13)
77(x -13) =100(-y —-10)
N {100 divise (x —13) car 100 077 =1
77(x-13) =100(-y —-10)
x =100k +13;kO07Z x =100k +13; kOZ
- {77 x100k =100(-y - 10) - {y =-77k -10
Réciproquement : Ok 07, 77(100k +13) +100(-77k —10) =77x13-10x100 =1
Alors 8,,, ={(100k +13;-77k -10) , k 07}

= 77(x-13)=100(-y -10) = {



3) On considére dans N1équation (F):x"” = 3(mod101)

Soit x une solution de F
a) 101 est un nombre premier alors x 1101 =101 ou x 0101 =1

Si x 0101 =101= 101 divise x = x = 0(mod101) = x” = 0(mod 101)

7 —

Ce qui est impossible car x'* =3(mod101) donc nécessairement x [1101=1

Par suite x et 101 sont premiers entre eux
Ainsi 101 est premler} alors d'aprés Fermat x'” =1(mod101)
x[J101=1
b) Ona: x” =3(mod101) =x"* = 3" (mod101)
Et puisque 77x13-10%x100 =1 alors 77x13=100%x10+1
Donc x'%*! =3"%(mod101) = 3" = x'""**! (mod101)
Et commex'” =1(mod101) alors x'”° =1mod(101) = x"***! = x(mod101)
Alors 3" =x(mod101) = x = 3"*(mod101)

4) Soit x un entier naturel
Six =3%(mod101) = x" =3¥"" (mod101) = x" = 311 (1m6d101)

—x = 3.(3100) 1%(mod101)

101 est i
Et puisque est prefer alors d'apres Fermat 3'° =1(mod101)
10103=1

Donc (3)" =1(mod101) = 3.(3')" = 3(mod101) par suite x” =3mod(101)
Alors x est une solution de (F)
5) D’apres 3) si x est une solution de (F) alors x = 3" (mod101)
D’apres 4) si x =3 (mod101) alors x est une solution de (F)
x ON, x solution de(F) = x =3"(mod101) et comme 3" =15785x101 + 38

alors 3" = 38(mod 101)
Donc x solution de (F) ,dans N, = x =38(mod101) = x =101k +38 ;k N car xON
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