L. B. Monastir 4°*MMath

P.P. : Ali Zouhaier Séancen: 4

Chapitres : Suites réelles + Dérivabilité + N complexes +...

Exercice 1 D’aprés un devoir .

1/ On considere la suite réelle (un) définie par :

Up=letVvne IN; uml:%un

a- Montrer que (u,) est décroissante sur IN.

b- Prouver que vn € IN; u, = ?{Ll

Exercice 1

1/a- Vn € IN; Up1 — Up = %Un_un - Un[M—l} _

Montrons d’'abord que u, > 0; Vn € IN
x Pour n=0
Uup=1 donc up>0
a Soit p € IN. Supposons que u, > 0; montrons que un.1 > 0. En effet

_3p+1 3n+1
Upi1 = 3p+4 up > O car 3n+ 4 >0etup>0

Ainsi:xeta= VnelIN; u,>0
= Vne IN;Uy1—Un =

Uy 5—>+ <0
"3n+4

= Vn € IN;Uns1 < Up

= (up) est décroissante sur IN.

b- . Pour n=0
_ _ 1 . . .
Up=1-= 3051 donc la proposmin est vraie pour n=0. )
» Soit pe IN. Supposons que u, = m; montrons que Up;1 = m
_ _3p+1.. 3p+1 1 1
Eneffet: Upa = 352U = 3p44 * 3p+1 ~ 3prD+1’
SR . _ 1
Conclusion: . et» = Vn e IN; u, = TR
1 n
2la-Vne IN; Sy1—- S = Zuk—Zuk = Uyt >0
k=0 k=0

Donc (S,) est croissante sur IN.

2n n 2n
b- vn € IN; Szn—SqZZUk—ZUkZ Z Uk
k=0 k=0

k=n+1
Or vk e {n+ 1,n+2;n+3;...; 2n}; Uk > U2y (car (un) est décroissante)
2n 2n
Donc Z Uk > Z Uzn = N U2
k=n+1 k=n+1

Par suite Vn € IN; S;n— S, > nuz.
c- Supposons par I'absurde que (S,) est majorée

Comme de plus (S,) est croissante sur IN alors (S,) converge vers
unréelL donc Ilim S, =Ilim Sy =L

N—>+o0 N—+00
OronaVvnelIN; S;n—Sy > nug = 6nr11
donc lim (Sxn—Sn) >lim Lll _ %
N+ N>+ V](G-f- ﬁ)
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alors 0 > % ce qui est absurde

Par suite notre supposition est fausse et on a (S,) n’est pas majorée.
d- (S,) est croissante sur IN et non majorée donc lim S, = +oo.

N—>+00

n
2/ On considére la suite (S,) définie par S, = Z Uk.
k=0
a- Prouver que (S,) est croissante.
b- Justifier que V n € IN; S;n— Sy > nugn.
c- Déduire que (S,) n’est pas majorée.
d- Déterminer alors la limite de (S,).

Exercice 2 D’aprés un devoir

On considére la suite u définie par up = 0 et pour tout n € IN; Up1 = 3”—12
n

1/ Montrer que pour tout ne IN*; u, > 1

2/a- Montrer que pour tout n de IN; un1 — 2 et up — 2 sont de signes contraires.
b- En déduire par récurrence que pour tout p de IN; uzp < 2 < Ugpi1.
c- En déduire que si u est convergente alors lim u, = 2.

N—>+00

3/a- Montrer que pour tout n de IN*; |uns1 — 2| < %|un -2|

b- En déduire que pour tout n de IN*; Jup — 2| < 3nl—1 . Calculer alors lim up.
N—>+00

n n
4/ Soient les suites définies sur IN* par a, = % D uac; bn = % D U et
k=0

k=0
n
S 3
k=0

a- Montrer que pour k € IN, 2-% Sux<2et2<Upm1 <2+ é
b- En déduire lim a, et lim by.

N>+o0 N—>-+0

an+b u
Son = n n _ Yn+l

2 2n )
. Calculer alors Iim S..
n(an + bn) N0 S

2n+1

c- Montrer que pour tout n € IN*;
Soni1 =

Exercice 3 D’aprés un devoir

Soit f la fonction définie sur IR par :
f(X) = VX2 +4 —x  sixe] —»,0] et f(x) = x®—4x+2+xcogL) s x €]0;+oo
1/ Déterminer lim [f(x) + 2x]

X—>—00
2/a- Montrer que VX > 0; x3 —5x+2 < f(x) < x3-3x+2
b- Déterminer alors lim f(x)

X—>+00

c- Montrer aussi que f est continue en 0.
3/ Prouver gu'il existe un réel a dans [0;1] tel que f(a) = f(a+ 1).

Exercice 4| D’aprés un devoir

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 1+ % On désigne par Cs¢
xc+1

sa courbe représentative de dans un RON.

1/a- Dresser le tableau de variation de f.

b- Etudier la position relative de C par rapport a la tangente T a la courbe
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a Cs au point A(0, 2).
2/a- Montrer que I'équation f(x) = 3x admet dans [-1, + o[ une solution
unique a et que a €]0, 1.
b- Construire T et C;.

3/ Soit la suite (u,) la suite réelle définie par : ug = % et Un1 = %f(un).

a- Montrer que Vn € IN; O < u, < 1.
b- Démontrer que Vx € [0,1] on a [f'(xX)| < 2,
en déduire que Vn € IN; |up1 —a| < %|un —af

c- Démontrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 5

Soitf:x— f(X) = yx+1 ; Vx e [1;+o][.
n
Considérons S, = >_f'(k) pour n de IN*.
k=1
1/ Soit x € [1;+0[. Justifier que pour tout t €]x;x + 1[, f'(x+1) < f'(t) < f'(x)
2/ En déduire que Vk € IN*; f'(k+1) < f(k+1) —f(k) < f'(k)
3/ Prouver donc que Vn € IN*;f(n) - f(1) + f'(n) < S, < f(n) - f(1) +f'(1)
4/ Calculer enfin lim i.

N—>+00 n

Exercice 6 D’aprés un devoir

Dans un repere orthonormé (O; TT) on donne la courbe C; représentative d’'une
fonction définie, continue et dérivable sur ]-2;+o0[ et les asymptotes a d’équation
Xx=-2ety=x-1.

1)a) Dresser le tableau des variations de f.

b) Déterminer les limites suivantes : lim f(TX) et lim [f(x) —x+ 3]
X—>+00 X—=>+00
2)a) Calculer lim fof(x) et lim fo f(x).
X—>—27F X—+00

b) Montrer que la fonction f o f est strictement décroissante sur ]-2;-1].
c) Déterminer fo f(]-2;-1])
3) La courbe C; rencontre I'axe des abscisses, aux points d’abscisses a et
avec-2< f<-let0O<a< 1l
a) Montrer que I'équation :f(x) = B, n"admet aucune solution dans ]-2;+o[ .
b) Construire et placer sur I'axe des abscisses, les solutions de I'équation
(fof)(X) = Osur ]-2;+00[ .
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Exercice 7

Soit la fonction f définie sur [0, + oo[ par f(x) = VX2 +2x — X
1/a- Vérifier que pour tout x > 0; f(x) =
1+ % +1

b- Déterminer alors lim f(x). Interpréter graphiquement le résultat.

X—>+00

2/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
3/a- Vérifier que vx > 0; f'(x) > 0

b- Dresser le tableau de variation de f.

c- Tracer l'allure de Cs la courbe de f.

4/ Soit g :[0; £-[~ IR, x — g(x) = f[_colsx ]

a- Justifier la dérivabilité de g sur [0; Z-[.

b- Déterminer Iiwi g(x).

X—

2
c- Dresser le tableau de variation de g.

Exercice 8 D’aprés un devoir

Exercice 9 D’aprés un devoir

A. On considére, dans C, le polynéme suivant : P(z) = 228 — (1+5i)z22 - (5—-i)z+ 2i
1) Résoudre, dans C, I'équation 22> — (1+ 3i)z—-2=10
2) Montrer que I'équation P(z)=0 admet, dans, une solution imaginaire que
I'on précisera
3) Résoudre, dans C, I'équation P(z)=0
B. Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (O, U, V).

On considére les points A et B d’affixes respectives za =1+i et zg = —% + %i

On désigne par C le cercle de centre O et de rayon 1.
1) Donner la forme trigonométrique de z et celle de zg.
2) Dans la suite de I'exercice, M désigne un point de C d’affixe €* avec a € [0; 2r].
On considére I'application f qui tout point M de C , associe f(M)=MAxMB

a) Montrer, pour tout « € IR, I'égalité suivante : €2 — 1 =2i sin(a)e'

b) Montrer I'égalité suivante :f{(M) = |ei2“ -1- (% + %i)em

s . 1 3 . 2
c) En déduire 'égalité suivante : f(M):\/Z + (—5 + 23ma>

3) Montrer qu’il existe deux points M de C, dont on donnera les affixes,
pour lesquels f(M) est minimal. Donner cette valeur minimale.
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Exercice 10| D’aprés un devoir

’ Exercice 3 (7 Points)
' Le plan complexe P est rapporté A un repére orthonormé chrcct (0,4, ¥). On considére Papplication fde P dans
P qui 2 tout point A d’affixe z on associe le point A d’affixe z” =2+ iz. Soit [l point d’affixe L |
1) Déterminer Pensemble des points invariants par f. 3
2) a) Déterminer I’affixe du pointJ=A1).
b) Montrer que pour tout A e P\{I},ona (;:]}._{’) = Z(ZIT!' ) [27].

¢) En'déduire ensemble T des points M pour lesquels M' ¢ [J Rij )
X . - W

.3 - . ) :
)Onposc{ X+iyxetyeR etz’=x’+iy’,x’ety’eR E
a) Exprimer x* et Y’ en fonction de x et ¥. - a

) dan.sle l,@ = |
planPlaparabole d’équati =224 1 A 3
’ ] = — Y
b) Tracer . Squahon y=x*+ et la droite y=x.

. ‘
J 2.z . 2 P’y 26 LY

l Q] jfs e [ B E,tcles i t :13 m .l s J0 10 t 2~ Il ! ‘ 1
g ’ i
arre.
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