SUITES REELLES

l. Rappels et compléements sur les osuites :
Définition d’une suite réelle :

Une suite (u,) est une fonction définie sur I'ensemble N qui a tout entier naturel n
associe un et un seul réel noté u,,.
Autrement écrit :

(w): N —> R:; nl——> u,=u)

Note :'image de I'entier n est notée u, au lieu de u(n).

Ainsi : (u,) désigne la suite. On aurait pu l'appeler « .
A retenir : On dit aussi que u, est le terme de rang n de la suite.

Suites arithmétiques et géométriques :

Suites arithmétiques:
Définition :

Dire que la suite (u,) est arithmétique de raison r signifie que pour tout entier
naturel n, up.1 = up + r

Propriéteé:

Si (u,) est une suite arithmétique de raison r alors pour tout entier n,
U, = U4+ n xr

De méme, si n et p sont deux entiers naturels quelconques alors :
Uh=up+@-p) xr

Remarque:

Pour démontrer qu'une suite est arithmétique, il suffit de prouver que la différence
entre deux termes consécutifs est constante. C'est-a-dire qu'il suffit de montrer que
pour tout entier n, u, 1 - U, = constante = r. Si r est nul alors (u,) est constante.

Somme des n premiers termes :
Théoreme:

Soit u une suite arithmétique définie sur N.
nx(uy +u 1)
Sn =u0+u1 +....+un_1= B i : nEN*.
Plus généralement, si n et p deux entiers naturels tels que p<n alors :
& (up+u,)n-p41)

Suites géométriques :
Définition :

Dire que la suite (u,) est géométrique de raison ¢ signifie que pour tout entier
naturel n, u,.1 = u, x q.

Propriété:

Si u est une suite géométrique de raison g#0 alors pour tout entier n, u, =up x q"
De méme, si n et p sont deux entiers naturels quelconques alors u, = u, x ¢"°
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Somme des n+1 premiéres puissances d'un nombre réel :
Théoréme :
Sin est un entier naturel non nul et si g est un réel différent de 1 alors :

1 n+1

Su=Uo + Uy + ...+ U, :onl;j'qL

nombre de termes

= |
15

Et dans le cas général : S, = 1 terme x

Suites bornées :
Deéfinitions

Une suite (u,) est minorée s’il existe un |Une suite (u,) est majorée s’il existe un
réel constant m tel que pour tout réel constant M tel que pour tout entier n,
entier n, u, > m. u, <M.

Une suite est bornée si est seulement si elle est majorée et minorée a la fois.

Monotonie :
Définitions :
o Une suite (u,) est croissante si est seulement si_pour tout entier n, u, <up;;
e Une suite (u,) est décroissante si est seulement si pour tout entier n,

Uy = Upig .

e Une suite est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.
Convergence :
Définition :
Une suite est dite convergente lorsqu’elle admet une limite finie quand n tend
vers +oo.
Une suite non convergente est dite divergente, dans ce cas elle tend vers I'infinie
ou n’admet pas de limite.

Théoréme :
Soit (u,) une suite réelle et a fini ou infini
limu_ = a gjetseulementsi lmu, =a et lim Mo =4

T N3 +eo Niston
Théoreme:
Soit une suite (u,)
» Sila suite (u,) converge vers un réel a, alors elle est bornée
e Sila suite (u,) tend vers +oo, alors elle n’est pas majorée
» Sila suite (u,) tend vers —oo, alors elle n’est pas minorée
Théoreme:
Soit une suite (u,) convergente vers un réel a.
» S’il existe un entier Ny tel que 0 < u, (respectivement 0 < u,), n > Ny,
alors 0 < a.
» S’il existe un entier Ny tel que u, <0 (respectivement u, <0), n > Np,




alors a<o0.

Conséquence:

Soit une suite (u,), n > 0. on suppose qu’il existe deux réels m et M tel que
m<u,<M,n=>0

Si la suite (u,) est convergente vers un réel a, alors m<a<M
Théoreme :

Soit (up) une suite géométrique définie par u,=q", n=>0

* Sig>1,alors llmu_ = 4o

N +oo

* Sjq<1,alors limu_ =0

N+

* Siq<-1 alors la suite (uE) n’a pas de limite

Il. Suites de type v,=Ffu,) :
Théoréeme :

Soit fla fonction continue sur un intervalle I et (u,) une suite d’éléments de I
Si (u,) tend vers a alors (f(u,)) tend vers f(a)

Théoreme :

Soit fla fonction définie sur un intervalle I et (u,) une suite d’éléments de I
Si [ (fini ou infini) et si 1x1n} f(x) = L (fini ou infini) alors lim (f(z )) = L.

M+

IN1. Limites et ovrdres :
Théoréme:

Soit deux suites (uy,) et (vy) convergentes respectivement vers deux réels a et b
S’il existe un entier Ny tel que u, <v,,n>Npalorsa<b

Théoreme:

Soit trois suites réelles (u,), (vu) et (wn)
On suppose qu’il existe un entier Ny tel que v, <u, <w,,n >N
Si limv =limw, =a alors limu, =a

M— +o M— +oo t— 4+
Conséquence:
Soit deux suites réelles (u,) et (vy,)

On suppose qu’il existe un entier N tel que 0 < |u,| <v, ;n>N
Si Iim Un =0 alors Iim uﬂ =0

M oo Nt

Théoréme :
Soit deux suites réelles (u,) et (v,) :
» S’il existe un entier Ny tel que uy<v,,n>Npetsi im #, = +o0 alors

n+w

limv = 400

N 4o "

S’il existe un entier Ny tel que u, >v,, n>Npetsi llm & = — alors
N+

lim UV =-o0,

n— 4w




IV. Convergence des suites monotones :
Théoréeme (admis):

Soit (u,) une suite définie pour n >0

Si la suite (u,) est croissante et majorée, alors elle converge vers un réel o et on
a pour tout n >0, u, < a

Si la suite (u,) est décroissante et minorée, alors elle converge vers un réel o et
on a pour tout n>0,u, > o

Théoréme :

Toute suite croissante et non majorée tend vers +o
Toute suite décroissante et non minorée tend vers —ow

V. Suites récurrentes :
Théoréme :

Soit une suite (up), >0 vérifiant la relation de récurrence u, 1= fluy), n >0 ol
f est une fonction.
Si la suite (up)y =0 est convergente vers un réel ¢ si la fonction f est continue

en Yalors ¥= AY)

V1. Suites adjacentes :
Définition et théoreme::

Deux suites (up)y =0 et (vp)y =0 sont adjacentes lorsqu’elles vérifient les
conditions :

¢ L’une croissante et I’autre décroissante.

 _La suite (vy-un)y >0 converge vers 0.

Conséquence:

Soit u et v deux suites adjacentes telles que u est croissante et v décroissante
alors on pour tout n, u, < v, et u et v convergent vers la méme limite.

NetSchool 1

KNOWLEDGE BASE




