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Remarque 

Dans le cas où 
x
lim f(x)
→ −∞

= ±∞ , l’étude de la branche infinie se fait de la même façon. 

 

III. Continuité et limite d’une fonction composée 
 
1. Continuité de la composée de deux fonctions 
 
Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et g une 
fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant f(a). 
Si f est continue en a et g continue en f(a) alors la fonction gof est continue en a. 

 
Démonstration : 
 

Soit 0ε > , montrons qu’il existe 0α >  tel que pour tout  x I∈  

x a gof(x) gof(a)− < α ⇒ − < ε  

g est continue en f(a) donc il existe 0β >  tel que pour tout  y J∈  

y f(a) g(y ) g(f(a))− < β ⇒ − < ε   (*) 

f est continue en a donc il existe 0α >  tel que pour tout  x I∈  

 x a f(x) f(a)− < α ⇒ − < β         (**) 

soit  x I∈ tel que x a− < α  alors d’après (**) f(x) f (a)− < β  

Et d’après (*) g(f(x)) g(f(a))− < ε  (en prenant y f(x)= ) 

ou encore gof(x) gof(a)− < ε      cqfdcqfdcqfdcqfd 

 
Conséquence 
 

Soient f et g sont deux fonctions.  

 continue sur un intervalle I   

g continue sur un intervalle J   continue sur I

                             

f

gof

f( I ) J




⇒
 ⊂

 

Remarque : Si J = ℝ  alors la troisième condition devient inutile. 
 
Exercice 1 
 

Soit h la fonction définie sur ℝ  par : 2 3h(x) sin(x x)= − . 

Montrer que h est continue sur ℝ . 
 
Solution 

 

Posons 2 3f(x) x x= − . On a :h(x) sin(f(x)) (sin of )(x)= =  donc h sin of=    

La fonction f  est une fonction polynôme donc elle est continue sur ℝ . 

La fonction sinus est continue sur ℝ . 
La composée de deux fonctions continues sur ℝ  est une fonction continue sur ℝ . 
Donc h est continue surℝ . 
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Conséquence 
 

Soient a, b et l trois réels. 

Si { }  et  pour tout  
x a
lim f(x) l x I \ a ; a f(x) b

→
= ∈ ≤ ≤  alors [ ]l a, b∈ . 

Remarque : On peut avoir  ou l a l b= =  même si { } pour tout a f(x) b x I \ a< < ∈ . 

 
Théorème (des gendarmes) 

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut être en un 
point a∈I. 

{ }Pour tout        
Si on a : alors

                        
  

x a
x a x a

x I \ a ; f(x) h(x) g(x)
lim h(x) l

lim f(x) lim g(x) l →
→ →

∈ ≤ ≤ = = = ∈
ℝ

 

Ce résultat reste valable lorsque x a+→ , x a−→  ou x → ∞  

 
Démonstration 

 
Soit 0  montrons qu'il existe 0 tel que pour tout 

0

, x I,

x a h(x) l

ε > α > ∈
< − < α ⇒ − < ε

 

1 1il existe 0 tel que pour tout 0
x a
lim f(x) l x I, x a f(x) l

→
= ⇒ α > ∈ < − < α ⇒ − < ε  

Donc 1Pour tout 0x I, x a l f(x)∈ < − < α ⇒ − ε <  

2 2il existe 0 tel que pour tout 0
x a
lim g(x) l x I, x a g(x) l

→
= ⇒ α > ∈ < − < α ⇒ − < ε  

Donc 2Pour tout 0x I, x a g(x) l∈ < − < α ⇒ < + ε  

Posons 1 2inf( , )α = α α  

1

1 2

2

0
Soit  tel que 0  donc    (car  et ) 

0

x a
x I x a ,

x a

 < − < α∈ < − < α α ≤ α α ≤ α < − < α
 

D’où   et   l f(x) g(x) l− ε < < + ε   

En plus on a : { }pour tout  x I \ a ; f(x) h(x) g(x)∈ ≤ ≤   ce qui permet de dire : 

{ }Pour tout x I \ a∈ ,  0  x a l h(x) l< − < α ⇒ − ε < < + ε  

ou encore    0 x a h(x) l< − < α ⇒ − < ε                    cqfdcqfdcqfdcqfd 

 
Exercice 

Soit la fonction f la fonction définie sur [ [1, +∞  par : 
2

x sin x
f(x)

x cos x

−=
+

 

1) Montrer que pour tout réel 
1 1

1 ; 
2 1 2 1

x x

x x

− +≥ ≤ ≤
+ −

. 

2) En déduire la limite de f en +∞ . 
Solution 

1111))))  On sait que pour tout réel 1x ≥  on a :  1 1sin x− ≤ ≤  donc 1 1sin x− ≤ − ≤  
    1 1 1 1sin x x x sin x x− ≤ − ≤ ⇔ − ≤ − ≤ +        
    De même, on a : 1 1cos x− ≤ ≤  

    
1 1 1

1 1 2 1 2 2 1
2 1 2 2 1

cos x x x cos x x
x x cos x x

− ≤ ≤ ⇔ − ≤ + ≤ + ⇔ ≤ ≤
+ + −

 

    Pour 1x ≥  on a : 












