L. Requeb Matﬁématiqum Classe : 4°meM

|(Prqf : Salhi Noureddine | Devoir de Syntﬁésg No2 | Le: 08/03/2013 D: 4h |

Exercicel(3pts)

Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte .Le candidat indiquera sur
sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie. Aucune justification n'est
demandeée .

1) La similitude indirecte dont la transformation complexe associée est z' = 2iz + 3

est d’axe la droite d’équation :

a)y=x-1 b)y=x+1 Oy=—-x+1
2) La limite de o quand x tend vers 0 est égale a :
a)l b) + o0 c)0

3) Soit f une fonction continue sur R.
Si ff (f(t) — 1)dt = 0, alors la valeur moyenne de f sur [1,2] est égale a :
a)0 b) 1 c)2

Exercice2(Spts)

1) Soit f1a fonction définie sur [0, +oo[ , f(x) = x3e!™",
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,4, V) .

a) Montrer que lirP f(x)=0.
X=—+00

b) Dresser le tableau de variation de f.

c¢) Construire la courbe (C) .

1
2) Soit (u,,) la suite définie sur N* par : u, = f xMel~" dx |
0

a) Calculer uy .

1 e
b) Montrer que pour toutnde N*ona:—<u, <— .
n+1 n+1

En déduire que (u,) est convergente et trouver sa limite .

3)a) Montrer a I'aide d’'une intégration par parties que pour toutnde N*, uy,, = (112;1) tly —21 :

b) En déduire I'aire du domaine limité par la courbe (C) , I'axe des abscisses et les droites

d’équations respectives, x =0etx=1.
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Exercice3(6pts)

Soit ABC un triangle isocéle direct de sommet principal A.
On pose (ﬁ) = 2a [2m] ol « est un réel de ]0, g[ .
On désigne par O le milieu de [BC] et par D le symétrique de A par rapporta O .
Soient I et ] les projetés orthogonaux respectifs de O et D sur (AC) .
1) Soit f la similitude directe qui transforme OenletDen].
a) Montrer que f a pour angle a et pour rapport cos(a) .
b) Prouver que le centre de f est le point A.
2) On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point I .
Montrer que f(B) = 0 et que f(C) = E.
3) Soit g la similitude indirecte telle que : g(B) = 0 et g(C) = E .
Déterminer le rapport de g et montrer que g(0) =1.
4) a) Montrer que g = S(og) © f
b) Montrer que g(D) = A et g(A) =] .
5) SoitQ le centrede g .
a) Montrer que (go g)(D) =] et en déduire que  appartient a la droite (DJ]) .
b) Montrer que  appartient a la droite (BI) .

c) Construire le point ().



Exercice4(6pts)

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,1,7) .On consideére les ensembles des points M(x,y) suivants :
(H):x?>—4y? =2x+5=0 : (P):4y? +2x—5=0.
1)a) Montrer que (H) est une hyperbole dont on précisera les foyers, les sommets et les asymptotes .
b) Montrer que (P) est une parabole dont on précisera le foyer, le sommet et la directrice .
2)a) Construire (H) et (P) dans le méme repére .

b) Vérifier que la droite T d’équation : x + 2v/5y — 5 = 0 est une tangente commune a (H) et (P)

au pointA(O,”;—g) ‘

3) Pour toutx = 0, on pose : F(x) = ffx_e_xH\M +(t—1)2 dt

a) Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[ et que pour tout x € [0, +oo[, F'(x) = (eX + e7¥)?

b) Calculer F(0) et déduire I'expression de F(x) pour tout x € [0, +oo].

5

c) Résoudre dans R, I'équation:e* —e™* +1 = -

d) On désigne par A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (H) et les droites d’équations

respectives x=1,x= g Montrer que A = 18—5+ 2In (2) (u.a).

G
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Correction du devoir de synthése n°2 4mM Prof :Salhi-N' L-Requeb 2012-2013

Exercicel
o Question n° 1 2 3
Indications :
Réponse a c b
1) z' = 2izZ + 3 est la similitude indirecte

de rapport 2, de centre (-1,-2) et d’axe la droite d’équationy =x-1.

2 lim =5 —tim > =%
)Xl—r>r(1)ex—1_xl—r>l;1)ex—1_I_

X

2 2 2 =
3) [{(f() — Dt =0 = [[f(D)dt—[[dt=0= = [(f(Ddt=1=>F=1
(ot festlavaleur moyenne de f sur [1,2] )
Exercice2
1)a) Soitx> 0, f(x) = x3e1™%* > 0.

: _ 1 3.1-x2) _ 1; )
X1_1)Ern00 ln(f(x)) = ngrnm 1n(x e ) = XEIPOOB In(x) + 1 —x*)

_ In(x) 1
= lim x{3 +——x]=40(0+0—00)=—00
X—+00 X X

Xl_l)rlloo ln(f(x)) = — oo donc XETOO fx)=0
b) f est dérivable sur [0, +oo[ et f'(x) = x2el™¥" (3 — 2x2)

f’(x)=0(=)x=00ux2=§ <=>X=Ooux=\/§;car X € [0,40o[ .

X 3

Fx) | 0 n o _

-~
N| W
N




2 -
14
0 —
_1 -
2) un — J-Ul xnel_xz dx ; n E N‘
a) uy = fol xe! X dx = _%fol —2xel ™ dx = —%[el_xz]; = .«.2;1 .

-
b)x€[0,1] =20<x<1=0<x*’<1=-1<x?<0=0<1-x*<1=el<el™™ <e¢!
.
=X <x"e T =ex", neN*
Dot [ x"dx < [ x"e!™¥dx < ['ex"dx = —<u, <— ,(n€N")
0 -0 Y n+1 = T np+1

1

e
<y, £—— ,(neNY)
n+1 n+1 la suite (u,,) est convergente
Ona: lim 1 =0 alors et
n—+oon + 1 lim u, =0
e n—+oo
lim =0

n-+on 4+ 1
3)a)u, = j'nlx“el"‘2 dx ,neN*= u,,, = fol x"+2el** 4y ,n € N*
Onpose: u(x) =x"*"! u'(x) = (n+ Dx"

L o
v'(x) = xel ™% v(x) = Tel x?

1
=1 g n+1 1 il n+1 1 i
Alors:u,,, = [—2 ghtdplos ] + 5 X Ndx = (—2 )un—z— ,n€N*.
0

b) Soit A I'aire du domaine limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droitesx=0etx=1.

1 1 _x2 1+1 1 -1 =9
cﬂl=f0f(x)dx=f0x3elxdx=u3=u1+2=—u1—_=%_ s

1
; - ;=7 (ua).
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Exercice3

D
1a) f(O) =1etf(D) =] alors:

J Al _ , == =
f est de rapport o5 = 20" cos(a) et d’angle (OD, I]) = (AO, AC) =a [2n].

b) (OI) L (AC) et (DJ) L (AC) donc (OI) // (DJ)

AD] est rectangle en ]
ona: 0=A=x*D
' (on /7))
L€ (A])

donc I=Ax*]

0=A*D = f(0) =f(A) *f(D) = I = f(A) *]

En fin : {l = () «] donc f(A) = A etparsuite fest de centre A.

[=Ax]
%=cos(a)
2) ona: donc f(B) =0

(ﬁ) =a [27]
O0=Bx*C = f(0) =f(B)*f(C) =1=0*f(C)
[=0x*f(C) _
{ [=0+E donc f(C) =E
OE OE
3) g(B) =0 et g(C) =E alors gestde rapport - = cos(a) car (f(B) = 0 et f(C) = E donc = cos(a))

O=Bx*C = g(0) =g(B)*g(C) =0+E=1.
4)a) (Scory ° f)(B) = S(ory(0) =0 , (S(or) °f)(C) = SoRy(E) = E

(S(OE) o f) et g sont deux similitudes indirectes qui coincident en deux points distincts B et C alors elles

sont égales d'ou g = Sgg) o f.



b) g(D) = (S0 ° f)(D) = Scory()

0=A+*D = f(0) =f(A) * f(D) = = A *]

I=A%]
ona: { [=0+E alors Sog)(J) =A , d'ou g(D)=A.
(OE) L (1)

gla) = (S(OE) 9 f)(A) = S(og)(A) =]
5)a) (g g)(D) = g(A) =], g o g est 'homothétie de centre Q et de rapport cos?(a) et (g o g)(D) = J alors Q € (D))
b) (gog)(B) =g(0) =1 alors Q€ (BI).

c) {0} = (D)) n (BI).
Exercice4

(H):x2 —4y? —2x+5=0 : (P):4y? +2x—5=0.

1)a) (H):x2 —4y?2 —2x+5=0

(x-1)2

= y? =1, donc (H) est une hyperbole de centre (1, 0).

(H): —

Si M est un point de coordonnées (X, Y) dans le repére (£,1,]) et de coordonnées (x, y) dans le repére (0,1,)

[X=x—1 [x=X+1
Ona: =

Y=y y=Y

Dans le repére (0,1,])
H): — D4 y2 =1
: = y? =

Dans le repére (Q,1,])
xZ
(H): — 2—2+ ¥ =1

Les sommets de (H) sont:S(0,1) et S’(0,-1)
Les foyers de (H) sont : F(0,v/5) et F'(0,—V/5)
Les asymptotes de (H) sont:

Les sommets de (H) sont:S(1,1) et S'(1,-1)
Les foyers de (H) sont: F(1,V/5) et F'(1,—5)
Les asymptotes de (H) sont:

1 1 1 1 1 1
AliY=§X et &2:Y=—EX A.]:y:EX-— et Azzy=—5x+5

2

b) (P):4y*+2x—5=0
(P):y? = -2 x i (x - g) , donc (P) est une parabole de sommet I G 0) et de paramétrei :

Si M est un point de coordonnées (X, Y) dans le repére (I,1,)) et de coordonnées (x, y) dans le repére (0,1,])

5 5
Ona:{x_x_zq:» {X_X"-E
Y=y y=Y

Dans le repére (0,1.7)
A 1/ 5
(P):y? = —2 ><4(x 2)
(P) est de sommet 1 (g 0)
19
(P) estde foyer F; (?, O)
(P) est de directrice ; D:x = 2?1

Dans le repére (1,1.7)
(P): Y2 = —2 x %x
(P) est de sommet 1(0,0)
(P) estde foyer F; (_?1, 0)

(P) est de directrice; D: X = %
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2)a)

b) A (0, \/;) , les coordonnées de A vérifient 'équation x? — 4y? —2x+ 5 = 0 donc A € (H)

et les coordonnées de A vérifient 'équation 4y% + 2x — 5 = 0 donc A € (P).

On désigne par Ty la tangente a (H) en A et Tp la tangente a (P) en A.

Dans le repére (Q,1,) , le point A est de coordonnées (—1,\/;) )

Dans le repére (Q,1,])

-X 5
Ty = +5Y=1= Tp:X+2V5Y-5=0

Dans le repeére (0,1,])
Ty:ix—14+2V5y—4=0= Ty:x+2V5y—5=0dot Ty=T

Dans le repére (1,1,) , le point A est de coordonnées (— g’\/z_g)

Dans le repére (1,1,])
V51 5 5
Tp.YXT——Z(X—E) = Ty:X+2V5 -5=0

Dans le repére (0,1,])

Tprx =2 +2V5y—2=0= Tp:x+2V5y—5=0dot Tp =T



e

3) F =[5 ¢ YA+ -D?dt,x20

a) La fonction X+ e*—e™* + 1 estdérivable sur [0, +oo[ et de plus la fonction t — /4 + (t — 1)? est

continue sur R alors F est dérivable sur [0, +-oof .

FF(x) =4+ (x—e®2=(eX+e Ve +e ZX+2=(eX+e¥)/(eX+e¥)?2 = (e + e ¥)?
b)F(0) = [, 4+ (- DZ dt=0
Soit x>0, F'(x)=(eX+e*)?=e**+e2¥X+2,alorspourtout x>0 ona:
F(x) =%e2"—§e'2"+2x+c,0rF(0)=0d0nc%—%+c=0=>c=0
D’ou pour toutx € [0, +o[,F(x) = %ez" - %e_zx + 2x.
c)e"—e"‘+1=§, X € R,onpose:t=e*
ex—e‘x+1=§ (=>2t2—3t—2=0<=)t=20ut=_?1<0impossib£ecar t=e*>0
t=2 e e*=2 x=In(2)doncl'équatione* —e ™ +1 = ; admet une seule solution dans R,
quiest x =1In(2).
d)H:4y? =x2 - 2x+5 & H:y? = 2 (x* —2x + 5)
On pose h(x) =%m , XER; ona:H=(C,)U(C), (courbesdehet-h)

(Cy) et (C_y) sont symétriques par rapport a I'axe (0x) .Alors:

5 5 L
A = 2f2h(x)dx= fzw/x2—2x+5dx= fzxfx2—2x+5 dx = F(In(2))
1 : 1

1>-<1+2I (2)—15+21 (2)
e n =3 n (u.a)

N

A= Eeﬂ“ @ — %e-ﬂn ) + 2In (2)] =
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